10. Tutorium VU Quantentheorie I, 14.01.2011 —
Losungen

Beispiel 1
In Kugelkoordinaten (siche auch Beispiel 4) lautet die Wellenfunktion

W (r,0,¢) = % (sin(6) cos(p) + sin(f) sin(@) + cos(h)) re—(r/a)?

Die ersten vier Kugelflichenfunktionen Y}, lauten

/1 /3 /3 A
Yoo=1/-—, Yio=1/-—cos(d), Yiai =F\/— Sin(@)eiwﬁ
A7 47 U

Daraus folgt:

cos(f) = \/%Ylo, sin(f) sin(¢) = Z\/? (Yii +Yioq),

sin(f) cos(¢) = — 2% (Y11 — Y1)

Also hat die Wellenfunktion in Orts-(Kugelflichenfunktions-)Darstellung die
Form

1 /2
W (r,0,0) = N ?ﬂ ((Z -DYu+(+ 1Y+ \/§Y10> re (/)
Da hier nur [ = 1 auftritt lautet der einzig mégliche Messwert fiir L2 :

R2l(l + 1) = 2R%. Fiir m sind die Werte m € {—1,0, 1} moglich. Die Wahr-
scheinlichkeiten dazu betragen (aufgrund der gleichen Werte der Absolutqua-
drate der Koeffizienten der Kugelflachenfunktionen und der Normierung der
Wahrscheinlichkeit (es tritt sicher ein Messwert auf)) jeweils 3.

Der Erwartungswert fiir L, lautet (L.) = —1% 3 + 0% 5 + 1% 3 = 0, die der
anderen Operatoren ergeben sich durch Leiteroperatoren L, %(LJr + L)
bzw. Ly = o-(Ly — L_) und Ly [lm) = h\/I(l +1) —m(m £ 1) [lm + 1) und
der Orthogonalitdat der Kugelflachenfunktionen ebenfalls zu 0:

1
3

(B0ltm) = Yio (0.6, (L) = (I3 (L + L)) = . =0 = (L)



Beispiel 2

(a)
B L2 Rl +1)
Rt =91 2ud?

wobei L den Drehimpuls, I das Tréagheitsmoment, p die reduzierte Masse
und d den Abstand der Atome bedeutet.

(b)
2
1
AFE = w = [l = 1| = 0.85meV
d*p
(c)
A= he. = 1462um

AFE



Beispiel 3

Der Einheitsvektor in Richtung der z'-Achse lautet in Kugelkoordinaten:
7 = (cos(¢) sin(8), sin(¢) sin(f), cos(#))”

Der Vektor der Drehimpulse (Drehimpulsoperatoren) ist:

=

L= (L, L,L,)

Dadurch ergibt sich die Projektion auf die neue Achse mit

- =
/

L, = Lz = cos(¢)sin(#)L, + sin(¢) sin(0) L, + cos(8) L,

Daraus und mit den Leiteroperatoren aus Beispiel 1 folgt fiir den Erwar-
tungswert beziiglich der neuen Achse:

(Im| L |im) — %Cos(qb) sin(6) (Im| Ly + L_|im)

+% sin(¢) sin(0) (Im|Ly — L_|lm) + cos(0) (Im|L.|lm) =

= cos(0)hm



Beispiel 4
Aus der Darstellung des Drehimpulses als
L; = eijkxjpk = —iheijkxjﬁk
der Darstellung fiir Ortsvektor und Gradienten in Kugelkoordinaten

1
7 sin(0) %

I

. . 1 .
' =re!, O = ef@r + eé;@a + €,

und den Einheitsvektoren in Kugelkoordinaten
el = (cos(¢) sin(f), sin(¢) sin(), cos(8))

ey = (cos(¢) cos(8), sin(¢) cos(f), — sin(8))7
el, = (—sin(¢) sin(f), cos(¢) sin(6), 0)]

folgt durch Einsetzen
L, = —ihoy

Da die ¢-Abhéngigkeit der Kugelflichenfunktionen durch einen Faktor Y;,, (0, ¢)
e™® gegeben ist, folgt unmittelbar

(sieche auch Anhang des Skriptums).



