1. Tutorium - Quantentheorie | - 12.10.2012 - Lésung

1. Gegeben sei ein Teilchen, welches durch die Wellenfunktion (b > 0 und ¢ € R)
Y(x) = A- e Wlsin(x)ei”
beschrieben wird.

a) Bestimmen Sie A so, dass die Wellenfunktion (x) normiert ist.

b) Wie wahrscheinlich ist es, das Teilchen im Intervall [—m, 7] anzutreffen?

2. Gegeben sei ein eindimensionaler Stab der Lange L, dessen Temperatur 7' als
Funktion des Ortes x € [0, L] und der Zeit ¢t € (0, 00) untersucht werden soll.
Losen Sie dazu die Warmeleitungsgleichung

or o*T

ot~ "o
Wobei k der Temperatur-Leitwert ist (dieser bestimmt die Zeit, die zum
Temperaturausgleich benétigt wird). Verwenden Sie zur Loésung obiger

Differentialgleichung folgende Randbedingungen:

T(0,t)=0 und gi(L, t)=0

fur alle Zeiten ¢ > 0

a) Vergleichen Sie obige Warmeleitungsgleichung mit der Schrodinger-Gleichung
bzw. der Wellengleichung und diskutieren Sie die Unterschiede bzw.
Gemeinsamkeiten in der Struktur dieser Gleichungen.

b) Losen Sie das Randwertporblem mittels Separation. Welche physikalischen
Bedeutungen haben die Randbedingungen?

¢) Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei der ganze Stab auf konstanter Temperatur 7' = 1.
Passen Sie die aus Punkt (b) hervorgehende Losung diesen Anfangswert an.

d) Diskutieren Sie, wie das Verhalten von T'(z,t) vom Temperatur-Leitwert s
abhéngt und stellen Sie den Verlauf von T'(z,t) mit Hilfe des Computers
graphisch dar. Interpretieren Sie Ihre Ergebnisse physikalisch.

3. Gegeben Sei die Matrix

0 ¢ O
A=1|—-1 1
0 —i 0

a) Ist A hermitsch(=selbstadjungiert)? Ist A unitér? Welche Eigenschaften erfiillen
Eigenwerte und Eigenvektoren einer hermiteschen bzw. einer unitaren Matrix?

b) Berechnen Sie die Eigenwerte sowie die normierten Eigenvektoren von A.

c) Zeigen Sie explizit, dass die Eigenvektoren eine vollsténdige orthogonale Basis
bilden.

Zu kreuzen: 1, 2ab, 2cd, 3



a) Normierbedingung:
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Y(x) = A- e sin(x)e”
Die Wahrscheinlichkeit das Teilchen im Intervall [—, | anzutreffen ist gegeben
durch:

W[*ﬂ',ﬂ'] = /’17[) %U* dr =

™
/ A e Wlsin(x)e® . A e telsin(z)e " do = ... =1 — 2™



a)
b)

Separation:
Separationsansatz: T'(z,t) = T'(t) - X(x)

T(t)- X(x) = k- X"(2) - T(t) / ' T@lX(m)

Gleichung 1:

Ansatz: T(t) = B -e M — T=—-B-e .\
In die Gleichung einsetzen:

BaeMiABe M=o /:B.eM

T(t)=Be™

Gleichung 2:

X//
K/Y:—)\ — IQX”‘f‘)\X:O

Ansatz: X(z) = A-e™"
} K-Aw?e ™™+ N Ae ¥ =0 /:Ae_““

[ . .
— W =1 — — Al 6_1%—{'142 61%
K
Allgemein gilt:

T(x,t) = X(z) - T(t) = [Al N Y Py
T(t)

X(z)

Randbedingungen:

TO,t)=Be ™M (A +A4)=0 — A =—-A



=21 A, B\/Xﬁ_’\t-cos(\/x x)
K K

Damit 97 (L, t) = 0 gilt muss cos(\/g x) = ( gelten!

2 1
— cos<7T<T;+)> =0 Vn € Ny

damit gilt cos(\/z L) = 0 muss gelten:

A 2n+1) 7 72 (2n + 1)
Sy S Gl N 2T
P 2 _> e
Allgemeine Losung:
A2 : ( — e_i\/gx + 67'\/5:6> - B 6_>\t mit Al = —A2

(_ V2 i ei\/zx>

A
e N =924 A, B'sz'n(\/im) e M =
—— K

As B -
" U 2.0)
= ¢y - Up(x,t)
(x,t) ... Temperatur an Stelle z, ¢
% .. Anderung der Temp. an der Stelle
T(z,t) = ¢y - Pp(x,t) jedes n 16st die Gleichung!(A — A,)

lineare DGL — Superposition ist auch wieder eine Losung!

— T(x,t) = i Cp + Uz, 1)



¢) RB: t =0... gesamter Stab: T =1 (const.) — T(z,0) =1

Hécn-w,mél [ [ om0 da

wobei ¢,,(x,0) eine beliebige Losung sei. Da die v, und v, aufeinander

orthogonal sind gilt:
[ n@,0) - (2, 0) dw = N* Gy

/ni—éocn U (2,0) - Y (2,0) do = /1/;m(;z;,()) dx =

§CH/¢N($7O)'¢m(x70) dx = /¢m(:p,0) dr =

=N2 6pm

Z Cn Opm N? = /¢m(x,0) dx
n=0

Onm Wahlt aus der Summe das Element ¢, aus! Alle anderen Eintrage sind Null

— /wm(x,O) dr = ¢, - N?

1 A 1 1
—NQ'Cm |:_COS( Kx>:| F ar::O—F.-ZV2 Cm
. 2 (2n +1)?
Einsetzen von: A= I K

2, _ [F(_ LQ.W?HU?) >_ 3
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r
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c )
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Normierung: /¢n “th, dv = N? = / {sm<\/x a:) ,e—At] dr
K

unter Vernachlassigung des Phasenfaktors folgt:



4 K
7 (2n +1)?
mit A= e K
1 K
Cp = —— -
N2 A
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N =5 4\/5 2 4\/5 2

2
ancm:\/f — Cm:Z' ;

x 2 B
T@,t) =Y entm= 3 7 ;S’m( :l,),e_xmt



3.

a) hermitesch: AT = (AT)*  EW sind reel
unitir: U'U =UUT =1  |[EW| =1

0 2 0 0 ¢ 0
AT =|—i 1 i (ATY*=1—i 1 i| — A ist hermitsch
0 — 0

1 00
ATA + (0 1 0) — A ist nicht unitar
01

det(A — M) =0

—A 1 0
det(z‘ 1—A i)(AQ)(l—A)+A+AA2—A3+2>\

0 -1 =X
)\1 == 0
EW . )\Z = /\2 =2
A3 =—1
Eigenvektoren:
(A-X\DZF=0<6
A=0

0 i 0
(A-0)Z=|—i 1 i|Z=0
0 —i 0

1x9=0 — To =10
il‘1+$2+’i$320
zB:xz; =1

1
— X1 = T3 — E‘/(o) = (0)
1



z.B. ix3=1:

—21’1+’il’2:0
—i$1—$2+i$3:0

—i$2—2$3:0

I3 = —T1

zBirz3=1 —  FEVg =

-1 2 1 ol =10
0 —i 1) \zs 0

x1+ix2:0
Txy—1x1+123=0

—il’g+$3=0

0
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