3. Tutorium - Quantentheorie I -
09.11.2012

1. Gegeben sei ein Teilchen der Masse m, das durch zwei Delta-Funktionen gebunden wird:

(a)

h? h?
V(z) = mD(S(x—i—a) mD&(gc a), D>0,a>0 (1)
Gehen Sie davon aus, dass durch die Symmetrie des Potentials V' (z) die gebundenen
Wellenfunktionen gerade bzw. ungerade sein miissen. Bestimmen Sie die Bedingungen
fiir die Existenz (i) der geraden und (ii) der ungeraden gebundenen Zusténde. Verwenden
Sie fiir die Anschlussbedingungen der Wellenfunktion an den Stellen x = +a jene aus
den Ergebnissen von Bsp. 2 der vorigen Woche.

Zeigen Sie durch graphisches Losen der Eigenwertbedingungen aus a), dass es immer
mindestens einen gebundenen Zustand gibt. Unter welchen Bedingungen gibt es (i) zwei
oder (ii) mehr als zwei gebundene Zusténde?

Skizzieren Sie den Verlauf der gebundenen Zusténde fiir verschiedene Werte von a und
diskutieren Sie das Resultat physikalisch.

Diskutieren Sie die Ergebnisse dieses Beispiels im Kontext von kovalenter Bindung eines
zweiatomigen Molekiils. Motivieren Sie qualitativ auf Basis Ihrer Ergebnisse, warum ein
molekularer Bindungszustand energetisch giinstiger ist als der Zustand zweier ungebun-
dener Atome.

Hinweis: Beriicksichtigen Sie qualitativ auch die elektrostatische der beiden Kerne.

2. Gegeben sei ein Teilchen der Masse m in einem eindimensionalen Potential V' (x).

(a)

Es soll gezeigt werden, dass fiir beliebige Potentiale V(x) die gebundenen (stationiren)
Zustande des Teilchens nicht entartet sein konnen: Zu jeder Eigenenergie E,, existiert
nur genau ein einziger linear unabhéngiger Eigenzustand ¢, (x) (sh. Definition von Ent-
artung aus Bsp. 3 der vorigen Woche).

Gehen Sie zu Beginn IThrer Beweisfithrung davon aus, dass Sie zwei Eigenfunktionen
[@n(2)]1, [Pn(2)]2 zum selben Eigenwert E,, besitzen:

2

= 5 [Pn(@)i + V(@)[@n(@)]i = En[gn(2)l; mit i=1,2. (2)

Zeigen Sie, dass Sie davon ausgehend zu folgender Beziehung gelangen kénnen:

[6n(2)]2[¢7, (2)]1 = [6n(2)]1[¢y,(2)]2] = C . (3)

Um den gesuchten Beweis zu erbringen, bestimmen Sie zuerst die Konstante C und
zeigen Sie anhand von Gl. (3), dass die beiden Eigenfunktionen [¢,(2)]1, [¢n(x)]2 von-
einander linear abhéngig sind.

Hinweis: Fiir einen gebundenen Zustand gilt, dass seine Wellenfunktion ¢,(x) —
0 firx — 4oo

Beweisen Sie, dass bei eindimensionalen Potentialen gebundene Wellenfunktionen immer
reell gewahlt werden konnen.

Hinweis: Verwenden Sie die Ergebnisse aus Punkt a) fiir Ihren Beweis.



(¢) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsstromdichte und den Erwartungswert des Impul-
ses fiir die gebundenen Wellenfunktionen von oben. Interpretieren Sie Ihre Ergebnisse
physikalisch.
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Abbildung 1: Experiment zur Beugung am Spalt.

3. Betrachten Sie den in der Abbildung 1 dargestellten Aufbau fiir die Beugung eines von links
einfallenden Stroms von Teilchen an einem Spalt mit der Breite d. Nehmen Sie an, dass
die Wellenfunktion der Teilchen direkt am Spalt (z = z() durch eine kastenformige Welle
beschrieben wird, die sich in Einfallsrichtung x wie eine ebene Welle mit Impuls hky bewegt,

_ [ eaplikor)/Vd —d/2<y<d/2
wmw—{ 0 Wl > d/2

Die Teilchen werden auf einem Schirm gemessen, der sich in einem Abstand L vom Spalt
befindet.

(a) Berechnen Sie die Fourier-Transformierte der Funktion t(z,y) im Spalt (z = o).
Uberpriifen Sie, ob die Heisenbergsche Unschérferelation fiir Ort y und Impuls p,, erfiillt
ist.

Hinweis: Schitzen Sie die Unschdrfen oy , 0py der Einfachheit halber mit dem Abstand
zwischen den ersten beiden Nullstellen der jeweiligen Funktionen ab.

(b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P(y) ein Teilchen an der Position y des Schirms
(bei festem & = xp + L) zu messen (unter der Annahme dass L < d, y und dass
zwischen Spalt und Schirm kein Potential auf das Teilchen wirkt). Verwenden Sie dabei,
dass die Impulsverteilung der Teilchen in y-Richtung iiber die Fourier-Transformierte
aus (a) bestimmt werden kann. Reproduzieren Sie damit das bekannte Resultat aus der
Beugungstheorie,

. rsin(Ay)1?
Ply) =074 %]
Bestimmten Sie die Konstanten A, C.

(c) Erlautern Sie Ihr Ergebnis fiir P(y) anhand des Huygensschen Prinzips (siehe dazu
optische Beugung am Spalt).



Y

k?

<Y

Abbildung 2: Lage der Wellenvektoren der einfallenden, reflektierten und transmittierten ebenen
Wellen.

4. Betrachten Sie einen Teilchenstrom in zwei Dimensionen, der bei = 0 auf eine Potentialstufe
der Hohe V' trifft (sieche Abbildung 2). Die Energie des Teilchenstroms ist £ > V und das
Potential V(z,y) ist entsprechend gegeben durch:

0, <0
V(z,y) = Vv osspo WER

Der einfallende Teilchenstrom wird beschrieben durch eine ebene Welle der Form
U, (#,t) = Ae!* 7=t Die reflektierten und transmittierten Wellenfunktionen sind

U,.(Z,t) = BeiF-@-wt) ynq U, (2, t) = CeTi-—wt)

Die Wellenvektoren der einfallenden, reflektierten und transmittierten ebenen Wellen sind,
wie in Abbildung 2 illustriert, gegeben durch:

1

= k(€ cos 0 + €, sin 0)
K =k (=&, cos 0 + &, sin 0)
7 =q(é; cos 0" +¢é, sin 0")
(a) Zeigen Sie, dass der Einfallswinkel 0 gleich dem Ausfallwinkel 0’ ist. Zeigen Sie weiters die

sin 0"
sin 0

Giiltigkeit des Snelliusschen Brechungsgesetzes = n, wobei sin der Brechungsindex

durch n = g definiert ist.

(b) Berechnen Sie die Koeffizientenverhéltnisse £ und <.

(¢) Berechnen Sie die einfallende, reflektierte und transmittierte Wahrscheinlichkeitsstrom-
dichte J;, J, und J;.

(d) Berechnen Sie den Transmissionskoeffizienten T' und den Reflexionskoeffizienten R und
iiberpriifen Sie explizit dass gilt: T+ R = 1.



1. (a) Allgemein gilt:

Y(r) =y(-r) — ¥(r) = gerade
Y(r) = (=) — ¥(r) = ungerade

Der Paritéatsoperator P ist definiert mit:

P yp(a) = (—x)

gerade Wellen funktion — P ¢ (z) = ) (z)
ungerade Wellen funktion — P (7 (z) = —7) ()

1. gerade Loésungen:

—co<x<—a: U(z)=Ac"
—a<z<0 (z) =Be "
a>x>0 : Uh(x)=Cel®
+oo>x>+a : Vi(x)=Dek

I
Ae”(kx) ——
Be™(-kx)
B Ce”(kx)
De”™(-kx)

Stetigkeitsbedingungen von ¥(z) an x = 0:
Das Potential ist symmetrisch: Die Funktion ¥(z) ist gerade und geht durch x = o:
(r=0) = U(z=0)

— B=C
Die Wellenfunktion im Bereich —a < z < a ist nun: V5 (x) = B(e™** + €k?)
Stetigkeit von ¥;(z) an x = -a und ¥y (z) and x=a:

Ul (x = —a) = Vis(zr = —a)
Uio(x =a) = Vi(z =a)
Stetigkeitsbedingungen der Ableitungen:

n? 9

=Ev

\1/12(.’E = CL)



integrieren um ein symmetrisches Intervall € um

wobei
+e —a+e
h? 0%V (x)
™ 92 dx — =F U(z) dx
—a—¢ —a—¢
Die rechte Seite der Gleichung ist Null und iibrig bleibt:
2
—%[\Il’(—a—l—s) —\p/(—a—a)} - =0
Die Delta-Distribution hat das Integral “ausgewertet”
1 / /

_5[@(_a+s)—¢(—a—e)}— =0

Grenziibergang von & — 0:

f% (W) (~a) - ¥i(—a)| +

l
Der Faktor 2 wird in D hineingezogen:

Ul (—a) + ¥)(—a) + =0
Wobei U/ (—a) und ¥)(—a) die jeweiligen Wellenfunktionen links/rechts von der Delta-
Distribution ist

Die Bedingungen fiir die beiden Seiten (+a) sind:

V! (£a) — ¥)(+a) + DY (+a) =0

\1112(.23) =

Im Bereich —a < x < a konnen wir die WF anschreiben mit:

B(e " + ek*) = 2Bcosh(kx) = Bcosh(x)
Ableitungen:

d
Z gl = Ak ke
o (@) ke
i\I/ (r) = B k sinh(kx)
g 12\) =
d
—Ul(z)=-Dke "
. H(x) ke
Stetigkeit:

x = -a: V)(z = —a) = Vjs(z = —a)

_ - - B
Ae % = B cosh(—ka) — e % = B cosh(—ka) mit B = 1
x =a:Vi(z=a)=Tp(zr=na)
—ka . —ka N T B
D e " = B cosh(ka) — e "* = D cosh(—ka) mit D = D
Stetigkeit der Ableitungen bei x = -a

Upo'(x=—a) =V (z=—-a)+ D Vp(z=-a)=0



Bk sinh(—ak) — A k e=°* + D Beosh(—ak) = 0
A

D
sinh(—ak) — B e 4 - cosh(—ak) =0
A —ak _;
5= cosh(—ak) e™ % einsetzen :
: ak _—ak D
sinh(—ak) — cosh(—ak) e*™ e” " + T cosh(—ak) =0

sinh(—ak) 1 Q
cosh(—ak) k
tanh(—ak) =1 — %

Stetigkeit der Ableitungen bei x = a:
U (zx=a) -V (r=a)+DVis(zr=a)=0

—D ke * — B k sinh(ak) + D B cosh(ak) = 0
D

~5 e~ % — sinh(ak) + — cosh(ak) =0

=~|

5= cosh(ak) e** einsetzen

Die Beziehungen % und % kommen von den Stetigkeitsbedingungen

—cosh(ak) e** e — sinh(ak) + % cosh(ak) =0
sinh(ak) D
cosh(ak) + ko 0

tanh(ak) = —1+

=

tanh(ak) = —tanh(—ak) da der Tanh. ungerade ist.
Damit folgt das selbe Ergebnis wie bei x = -a !



1. ungerade Lésungen:

—co<x<—a: U(x)=Ac"

—a<x<0 : U(x)=Be ™
a>x>0 : Uh(x)=—-CeM
400 >x>+a : Ui(z)=—De*®

I
Ae” (kx) ——
Be™(-kx) ——
-Ce”™(kx)
-De™(-kx)

-a 0 a
! ! I ! !
Stetigkeit von V:
o Vl(z=—a)="(x=—a) — Ae % = Beka
o Uz =0qa)=Ui(xr =0a) — —Cek? = —De ke

e V(z=0)=V(z=0) — B-C=0 — B=C

Im Bereich —a < x < a konnen wir die WF als sinh anschreiben:

Upp(x) = Be " — Ce*® = B(e™" — M) = —2Bsinh(kx)

Stetigkeit der Ableitungen:

Ul (—a) — ¥)(—a) + DY(—a) =0

Stetigkeit bei x=-a:
Ul (z = —a) = VUia(z = —a)

Ae~k = —2Bsinh(—ka) — % = —2sinh(—ka) - "
Aus der Stetigkeit bei x=-a folgt:
'y (—a) — (¥} (—a) + D(—2Bsinh(—ka)) = 0
—2Bkcosh(—ka) — kAe™** — D2Bsinh(—ka) = 0

A D
—2cosh(—ka) — Ee*k“ - 2?5inh(fka) =0



D
—2cosh(—ka) + 2sinh(—ka)ee " — QZSinh(—ka) =0

cosh(—ka) D
_gEOSATHA) 9 9T
sinh(—ka) + k 0

Daraus folgt die Bedingung fiir die Existenz von gebundenen ungeraden Zusténden:

1 14 D
tanh(ka) k
(b) Bilder:
Symmetrische =
Plot[{Tanh[0.2+x], Tanh[0.8*x], Tanh[l.5+x], Tanh[3+x], Tanh[5*x], -1+ (L/x)}, {x, 0, 2 }]

20k

Symmetrische :

-05F

Abbildung 3: Loesung der impliziten GI. fuer gerade Loesungen fuer versch. a

(c) Leicht zu sehen: Es gibt immer einen gebundenen Zustand.
Einen antisymmetrischen Zustand gibt es aber nicht immer:
Die implizite Gleichung der antisymm. Bindung lautet:

D Da

th(ka) = —1 4+ — = —1 4+ 2

w % e
>1

Der coth muss immer grosser als 1 sein. Daraus folgt fiir die reche Seite der Gleichung:

D
71+x>10derz>2

Das sieht man auch leicht, wenn man sich die Bedingung plottet



Plot [{2+EA (-2#Abs[x+0.5]) +2#EA (-2#Abs[x-0.5]1)}, {x, -5, 5}]

i Lof \

051

Abbildung 4: gerade WF, kleines a

Plot [{2+EA (-2 %Abs[x+5]) +2*EA (-2+Abs[x-5])}, {x, -10, 10}]

0.6

04 | |

021 | |

-10

Je kleiner a, desto mehr wird aus den zwei Delta-Peaks ein einziger.

Abbildung 5: gerade WFm groes a

Der coth(x— «) divergiert. Es ist keine Losung moglich.

10

Bei der geraden Los. geht fiir x gegen Null die Losung gegen einen Deltapeak.

(d) Bei der Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir eine antisymmetrische Losung hat das Elek-
tron bei x=0 eine Aufenthaltswahrscheinlichkeit von Null.

Es will dort nicht sein, bzw. ist dort nicht anzutreffen.



Plot [{(2Z+*EAM (-2+Abs[x+0.5]) +2*EAM (-2«Abs[x-0.5])) M2}, {x, -5, 5}, PlotRange -» {{-4, 4}, {0, 61}}]

w
T

—J2___F I 0o I 2 I I I 4I I

Abbildung 6: Wahrscheinlichkeitsdichte, kleines a, gerade WF

I B

Plot [{2*EM (-2+Abs[x+3]) -2+EM (-2+Abs[x-5])}, {%x, -10, 10}, PlotRange -> {{-10, 10}, {-2, 2}}]

||| 2.0

{1 Lol
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Abbildung 7: ungerade WF, grosse a

Bei der geraden Losung schaut das anders aus:

Das Elektron ist hier auch in der Mitte. Es schirmt die Abstossenden Krifte ab, die von
den Kernen(bei x+a) ausgehen. Dadurch sinkt die Abstossende Kraft und deswegen

wird der symmetrische Zustand als bindend und der antisymmetrische als antibindend
bezeichnet.

10



Plot [{{2+EA(-2+Abs[x+0.5]) -2%EA (-2%Abs[x-0.5])) A2}, {x, -5, 5}, PlotRange -> {{-3, 3}, {0, 3}}]
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Abbildung 8: Wahrscheinlichkeitsdichte, kleines a, ungerade WF

[0n(2)]1, [Pn(z)]2 — 2 Eigenfunktionen mit dem selben EigenwertE,,

— 5 n@)]i + V(@)[¢n(@)]i = Enlgn(2)li  i=1,2

Damit kénnen wir zwei Gleichungen aufstellen:

2

EW 1 — = 2% (6@ + V(@)[gn(@)]1 = Enlon(@) @
h2

EW 2 — — L [#i@) + V(@) Ba(@)]2 = Ealén(@): (5)

(4) und (5) jeweils durch [¢y,(2)]1 und [¢y,(2)]2 dividieren:

R @
2m on(@)s TV @) = B

R [¢n ()]
—— +V(z)=E,
2 [ou(ally V)
Die beiden Gleichungen subtrahieren:

n? <[¢g<x>h - wm}z) _

2m

(G (@)1 - [¢n(2)]2 = [65(2)]2 - [dn(@)]1 = 0

Was sich umformen lisst zu:
(190 - 9, — 6@ - [9u ()

11



Die Gleichung integrieren:

[6n ()2 - [6n(2)]1 = (@ (2)]2 - [dn(x)1 = C

Wobei fiir die Integrationskonstante C' # f(z) gilt!

Im Falle gebundener Zusténde verschwinden die Wellenfunktionen und ihre Ableitungen
im Unendlichen. Somit folgt:

[6n(@)]2 - (@ ()1 = [¢,(2)]2 - [n(2)]2

Das ganze integriert:
In([¢n(2)]1) = In([pn(2)]2) + D

(Bu(a))y = D — (g, (@), - e

[@n(2)]1 o [fn(2)]2
Die beiden Wellenfunktionen sind bis auf einen Phasenfaktor physikalisch ident.
Schrodingergleichung:
n? o2
 2m da?

P(z) + V()Y (x) = Ep(z)

konjugiert komplexe Schrédingergleichung:

2 92
—%@1?*(93) +V(2)y*(z) = EY*(z)
Selbe wie bei (a):
h2 w//(x) _
oo TV E=O
hZ 1/)//*(1,) B
“om i) TV E=0

Die beiden Gleichungen miteinander abziehen:

(@) | ()
@) o)

— :O

integriert:

Y (@)Y (@) + ¢ ()" (x) = C

Wie vorhin muss im Unendlichen die Funktion und deren Ableigungen veschwinden
(Normierbarkeit!)

12



lim (—¢"™(2)¢(z) + ¢'(2)¢"(2)) =0

Tr—00

Dass wird erfiillt, wenn gilt:

(=" (@)¢(2) + ¢ (2)¥"(z)) =0
Logarithmische Ableitung:

Die Gleichung integrieren:

und damit:

13



(¢) Wahrscheinlichkeitsstromdichte und Erwartungswert des Impulses:
Wahrscheinlichkeitsstromdichte:

Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte beschreibt zu jedem Zustand wie sich die Wahr-
scheinlichkeit im Raum ausbreitet.

Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte lautet:

Wenn gilt:

dann wird die Wahrscheinlichkeitsstromdichte Null.

Die Zusténde sind gebunden (und dadurch stationidr). Mit der Zeit &ndert sich die
Wahrscheinlichkeitsstromdichte nicht. Anders ist das z.B. bei einem Streuproblem.

Erwartungswert des Impulses:
Der Erwartungswert des Impulses berechnet sich folgendermaszen:

<p>= / Y (—ihdy) ¢ dx = —ih/z/)*w'dx = —ih/wz//dac
< p > muss eine Reelle Zahl sein und vor dem Integral steht ein i. Deswegen ist der

Erwartungswert des Impulses Null!
Ein gebundener Zustand ist ein stationérer Zustand. Er kann keinen Impuls iibertragen.

14



(a) Fourier-Transformierte(FT):
Die FT berechnet sich mit:

Die Wellenfunktion im Spalt:

mit

Die FT lautet:

d/2 dj/2 ik |2
1 eikowo / e—ikydy _ L eikowo / e—iky — _L eikowo (u) =
2nd 2nd 2nd ik d
—d4/2 —d/2 2
1 eik:ofto [ ik% —ik%:| 2 ikozo s (kd)
— . e —e = — € sin oy
2rd ik kv2rd 2

Die FT lautet:

2
= e
kv 2md

Die Heisenbergsche Unschérferelation lautet:

7”'“J”’Usin(k;g)

’(/}(1‘0,]6) 2

h

Oy Opy = —
v 9y =5

Ortsunschérfe wird abgeschétzt mit d - hier kann sich das Teilchen “maximal” im Spalt
befinden.

Also oy =d

Fiir 0, haben wir von der Angabe den Hinweis:

Die erste Nullstelle hat der Sinus bei Null:

d
0=k=
2
und die erste Nullstelle bei:
d 2
k:§ =1 — k= %
und mit p = hk wird daraus:
2T
Upy = Fh
und die Unschérferelation lautet nun:
2 h
d-—h> -
d — 2
h
2wh > —
=y

was erfiillt ist!

15



(b) Die Fouriertransformierte:

2 d o debemosin(ft) [T sin(hd)
F) = g o) = g T Ve TR
Die Intensitét ist:
* . d sin?(fx?)
()2 = ¥(x)* (z) = F(k)F* (k) = L 2
(%)

Aus den Strahlensatz folgt(siehe Skizze):

b4
R gade
DS Tky L
[ : ko: I()r
-df2
L
Abbildung 9: Skizze
ko _ L
ky Yy
und damit:
Y ko
ky = fko und dk, = fdy
einsetzen:

in?(L ko d
(@)Z%%
T (5%ko)

Die Wahrscheinlichkeit Teilchen in einem Intervall [z 4 dx] zu finden ist definiert als:
[¢(z)|Pde = W (x, z + dx)
bzw.

\F(k)|2dk = W (k, k + dk)

Wobei F(k) die Funktion im k-Raum ist.
k d sin®("%) k
g LD

2w (M)z L Y
2

16



(¢) Hygensche Prinzip:
An jedem Auftreffpunkt der ebenen Welle entsteht eine Kugelwelle:

kT

1
Kugelwelle : F(y) = me

Die Integration iiber den Spalt erstreckt sich iiber:

N
|

<y <

Ml=vVL+y—y) ~VvL~L
L ist der Abstand zum Schirm und L >> y

Damit wird das Integral zu:

_ 1 ik(y—y') 7,0 _
Fo) =7 [ eohay
2
oo, d/2 —ikd ikd
ik e
_ lezky[e .y } _ 16iky[e 2 .—e 2 } _ ieiky
L —ik ik L
—d/2
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Einfallende Welle: W;(Z,t) = Ae'(FT—wt)
Reflektierte Welle: U,.(Z,t) = Bei(F-#-wt)

Transmittierte Welle: ¥, (Z,t) = Cei(@T—wt)

Die Wellenvektoren:

??‘l

= k(€ cos § + €, sin 0)
k' (—éy cos 0’ + €, sin 6')
= q(&, cos 0" + &, sin §")

(a) Bei x = 0 gilt (Stetigkeit bei x=0):

W,;(0,t) + 0,(0,t) = ¥, (0,t) — A+B=C

ebenso die Ableitungen miissen bei z = 0 stetig sein.

0, \I/Z(f, t) — A e twt, 6i~k~sin(0)-y . ei-k-cos(&)m . (Z k- COS(G))
am \I/T(.’Z", t) — B e—i~w~t . e—i‘khcos(a/)‘w . ei~k"sin(9/)y . (—Z K 008(9/))
81 \I/t(f, t) —C e—i-u,ht . ei-q-sin(G”)-y . ei-q-cos(e”)z . (7, q- COS(H”))

3y U (Z, 1) = A eiheos O gmiwt oikesin®y ;. [ . sin(0))
U, (Z,t)=B oK cos(0)) x| j—iwt ik sin(0)y (i - k - sin(6))
9, ‘l’t( t) = C gracos0) e gt giasin(0)y (g sin(6"))

) o
5y (i(0.0) +0,(0.0) = 5

A eiwt (’L k- Sln(e)) + B eiwt (’L . k‘/ 3 sin(e/)) —C ei.w.t (Z -q - SZ"I’L(Q”)

(A+B)-(i-k-sin(0)=C-(i-q-sin(f)
mit A+ B = C folgt:

C-i-k-sin(@)=C-i-q-sin(0")

sin(0”)  k
—_— = — =N
sin(0) q

Das gilt k = k’ sieht kann man leicht zeigen:

Die Welle erfihrt in y-Richtung keinen Potentialsprung. Darausfolgt, dass sich k nicht
dndert (z.B. indem man die SGL in den Bereichen y < 0 und y > 0 16st.

In der Grenzfléche bei z = 0 trifft die Welle auf einen Potentialwall und wird reflektiert.
Aus der Uberlagerung folgt, dass gilt: 6 = ¢’

Erhaltung des Winkels:

esgilt: p=~h-k
Impulserhaltung nur in x-Richtung:

18



h-k-cos(@) —h-k'-cos(0') =h-q-cos(0")

Impulserhaltung nur in y-Richtung:

h-k-sin(@)+h-k" - sin(@)=h-q-sin(0")

Diese Gleichungen miissen auch im Grenzfall (=Totalreflexion = q = 0) erfiillt sein:

k- cos(0) — k" - cos(8') =0

und

k-sin(0) + k' - sin(6’) =0

Daraus folgt:

k- cos(0) = k' - cos(0")

und

k- sin(0) = —k" - sin(0")

k = k' ist schon bekannt, und Cosinus ist eine gerade Funktion, Sinus eine ungerade.
Damit ist die obige Gleichung erfiillt.

Die Koeffizientenverhéltnisse £ = und C :

Stetigkeit bei x=0 von 2 ¥(z):

A-e (i k- cos(0))+ B-e "t (=i k' - cos(0)) = C e (i q - cos(0))

A-k-cos(0)—B-k -cos(0)=C-q-cos(0")=A-q-cos(§")+ B-q-cos(0")

A(k - cos(0) —q-cos(0")) = B-(q-cos(0” + k' - cos(6'))

. A q-cos(0")+ K -cos(0)  k=k',0=¢'  q-cos(0")+ k- cos(0)
i — — =
B k-cos(0) —q-cos(0") k- cos(6) — q - cos(0")
. sin(0") _ &k sin(0")
elnsetzen von sin(0) — q = k= sin@) 4 gibt:

sin(0” sin (6"
A q-cos(0")+k-cos(f) q- cos(0”) + ta,f(g)) g cos ")+ tan((e)) B

B k-cos(§) —q-cos(0") qStZ[ZE(ea)) qcos(6") a SZ(ZAE?@)) cos(0")
cos(0")-tan(0)+sin(0")
B ( tan(0) ) cos( tan(@) +sin(0")
B (Sin(9” —cos g)” )-tan (6 ) sin(0") — cos(0”) - tan(0)
tan

. ta,n(g) + 52’2201/; tan(e) + tan(all)
@) tan(g)  tan(6") — tan()

19



. C.
fiir -

A-i-k-cos(0) —B-i-k"-cos(0)=C-i-q-cos(6")
mit B=C—-A — —B=-C+ A folgt:

A-(k-cos(0)+ k' -cos(0)) =C-(q-cos(0")+ Kk -cos(d))

C _ k-cos(0) + K - cos(0')
A q-cos(0”)+ K - cos(0)

k=K und 0 = 0"

C 2-k-cos(0)

A g cos(0") + k - cos(0)

wieder k = ssiz%;)q eingesetzt:

2.q-sin(0") - Tnl(e) sin(6”) - Trf(e) 2

1

1

c_
==

sin(60) tan(0)

2 1 2 tan(0") - tan(0) _ 2-tan(0")

q-cos(8") +q-sin(0") - ks sin(07)- 00 1 tan(f)

tan(0')-tan(0)

" tan(9) (tan(9)+tan(9”)) ~ tan(0) tan(0) + tab(0”)  tan(0) + tan(6")

(¢) Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte wird berechnet mit:
- I . .
j = Re (d) — ti)) wobei “Re” der Realteil ist
im

O,(Z,t) =A- Gk T—wt) _ g kT —iwt
mit
k=k- (& cos() + e - sin(0))

R ho h .
J= Re(6" oV ) = L Relo” £ ¥ 0) =

rm m

(b* —A- ei~w-t . e—i k-(€zcos(0)+€,sin(0))

1 = 1 . N = .
- V= = (ez~k'(e$'cos(é)+ey~sm(9)) “A-i-k-(cos(9) €, + sin(0) 6_7;) e twt

Die e-Funktionen fallen weg. Ubrig bleibt:

EA2 - k(cos(0) - €5 + sin(0) - €;)
m

Analog fiir die anderen Wahrscheinlichkeitsstromdichten:

- h-k

-4 _= 2 - —_— . 5 ) . 5

Ji = 4] — (005(9) €z + sin(0) ey)
- Rk

y = 2 . . / . > ] / . 5
Jr = |B| - (cos(@ ) - €z + sin(0') ey)
2 h-q .

_ 2, . n "o

Jji=1C| e (008(0 ) - €z + sin(0") ey)

1

1
tan(0'") + tan(0)



(d) Transmissionskoeffizient:

T ;ti B IC12- 249 . cos(0”) - e, _[a IC]? cos(8”)) _
Gl [ IAP-EE . cos(@) - | \k A2 cos(6) )

Snellius einsetzen:

_ sin(f) cos(0”) (2- tan(&”))2 _ tan(0) 4 - tan(0") _
(

sin(0”)  cos(9) (tan(8) + tan 9//))2 ~tan(0”) (tan() + tan(0"))?

_ tan(9) - 4 - tan(0")
(tan(0) + tan(ﬂ”))2

Reflexionskoeffizient:

]m
]z;c

‘\B\Q K —cos(@)‘
A2k cos(9)

0 = 0" und k = k’ damit folgt:

R =

| B|? _ (tan(9 ) — tan(0 ))2
|AJ? tan(0) + tan(0")
an(0") —tan(0))?>  tan(0) -4 - tan(0")

G _
TR Gan(®) +1an @) " (tan(o) + an(or)?

tan?(0") — 2 - tan(0") - tan(0) + tan?() + 4 - tan(9) - tan(0")

tan?(0) + 2 - tan(0) - tan(6") + tan?(0")

tan?(0") + tan®(0) + 2 - tan(0") - tan(9)

= - 1
tan?(0") + tan?(0) + 2 - tan(0") - tan(0)
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