
9. Tutorium VU Quantentheorie I – Lösungen, 18.12.2015

1. ∙ Verwendete Relationen:

– [𝑥𝑖, 𝑥𝑗] = 0 , [𝑝𝑖, 𝑝𝑗] = 0 , [𝑥𝑖, 𝑝𝑗] = 𝑖~𝛿𝑖𝑗
– 𝜖𝑖𝑗𝑘𝜖𝑖𝑚𝑛 = 𝛿𝑗𝑚𝛿𝑘𝑛 − 𝛿𝑗𝑛𝛿𝑘𝑚

– [𝐴,𝐵𝐶] = [𝐴,𝐵]𝐶 −𝐵[𝐶,𝐴]

∙ Ergebnisse:

– [𝐿𝑖, 𝑥𝑗] = 𝑖~𝜖𝑖𝑗𝑘𝑥𝑘 , [𝐿𝑖, 𝑝𝑗] = 𝑖~𝜖𝑖𝑗𝑘𝑝𝑘
a) [𝐿𝑖, 𝐿𝑗] = 𝑖~𝜖𝑖𝑗𝑘𝐿𝑘

b) [𝐿𝑖, 𝑟
2] = 0 , [𝐿𝑖, 𝑝

2] = 0

∙ Diskussion der Ergebnisse:

– [𝐿𝑖, 𝑝
2] = 0 ⇒ 𝐿𝑖 ist eine Erhaltungsgröÿe für ein freies Teilchen.

– [𝐿𝑖, 𝑝
2] = 0 ∧ [𝐿𝑖, 𝑟

2] = 0 ⇒ 𝐿𝑖 ist eine Erhaltungsgröÿe für sphärisch
symmetrische Potentiale (und 𝑚𝑖 eine gute Quantenzahl).

– [𝐿𝑖, 𝐿𝑗] ̸= 0 ⇒ Verschiedene Komponenten von 𝐿 können nicht gleichzei-
tig scharf gemessen werden.

2. Basis 𝐵 = {|𝑙=1,𝑚𝑧 =−1⟩ , |𝑙=1,𝑚𝑧 =0⟩ , |𝑙=1,𝑚𝑧 =+1⟩}
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⇒ Die Messwerte von 𝐿𝑥 können analog zu 𝐿𝑧 die Werte −~, 0 und ~
annehmen. Die zugehörigen Eigenzustände sind in der Basis von 𝐿𝑧 als
Superposition darstellbar.

∙ 𝐿
{𝐵}
+ : 𝜆 = 0 (algebraische Vielfachheit = 3)

𝜆⃗ =
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⎞⎠ (geometrische Vielfachheit = 1)

⇒ 𝐿+ hat nur einen Eigenwert und einen Eigenvektor. Da 𝐿+ die Quan-
tenzahl 𝑚𝑧 erhöht und somit die Zustände immer verändert, ist nur der
Zustand |𝑙=1,𝑚𝑧 =1⟩ mit der höchstmöglichen Quantenzahl 𝑚𝑧 = 1 ein
möglicher Eigenzustand zum Eigenwert 0 .

d) | ⟨𝑙=1,𝑚𝑧 =1|𝑙=1,𝑚𝑥 =1⟩ |2 = 1
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𝑁

(sin 𝜃 cos𝜑 + sin 𝜃 sin𝜑 + cos 𝜃) 𝑟𝑒−(𝑟/𝑎)2

Kugel�ächenfunktionen 𝑌𝑙𝑚 für 𝑙 = 0 : 𝑌00 =
√︁

1
4𝜋

Kugel�ächenfunktionen 𝑌𝑙𝑚 für 𝑙 = 1 : 𝑌10 =
√︁

3
4𝜋

cos 𝜃, 𝑌1±1 = ∓
√︁

3
8𝜋

sin 𝜃𝑒±𝑖𝜑

⇒ cos 𝜃 =
√︁

4𝜋
3
𝑌10, sin 𝜃 sin(𝜑) = 𝑖

√︁
2𝜋
3

(𝑌11 + 𝑌1−1), sin 𝜃 cos(𝜑) = −
√︁

2𝜋
3

(𝑌11 − 𝑌1−1)

a) Ψ (𝑟, 𝜃, 𝜑) = 1
𝑁

√︁
2𝜋
3

(︀
(𝑖− 1)𝑌11 + (𝑖 + 1)𝑌1−1 +

√
2𝑌10

)︀
𝑟𝑒−(𝑟/𝑎)2

Da nur 𝑙 = 1 auftritt ist der einzig mögliche Messwert für 𝐿2 : ~2𝑙(𝑙+1) = 2~2
Die für 𝐿𝑧 möglichen Messwerte −~, 0 und ~ treten jeweils mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 1

3
auf.

b) 𝐿𝑥 = 1
2
(𝐿+ + 𝐿−) bzw. 𝐿𝑦 = 1

2𝑖
(𝐿+ − 𝐿−) (siehe zweites Beispiel)

⇒ ⟨𝐿𝑥⟩ = 0 , ⟨𝐿𝑦⟩ = 0 , ⟨𝐿𝑧⟩ = 0

4. a) ∙ Klassische Rotationsenergie: 𝐸Rot = 𝐼𝜔2

2
= 𝐿2

2𝐼

∙ Trägheitsmoment: 𝐼 = 𝜇𝑑2 mit Masse eines Cl-Atoms 𝑚 = 35.453 u,
reduzierter Masse 𝜇 = 𝑚

2
und Abstand der Atome 𝑑 = 2Å .

∙ Mittels Drehimpulsquantisierung kann man nun eine semiklassische Nä-
herung für die Rotationsenergie machen:
𝐸Rot =̂ ~2𝑙(𝑙+1)

2𝐼
≈ 𝑙(𝑙 + 1) 4.72 10−24 J ≈ 𝑙(𝑙 + 1) 295𝜇eV mit 𝑙 ∈ N

b) ∆𝐸Rot(𝑙) = ~2(𝑙+1)
𝐼

≈ (𝑙 + 1) 9.45 10−24 J ≈ (𝑙 + 1) 590𝜇eV mit 𝑙 ∈ N

c) 𝜈 = Δ𝐸Rot(0)
ℎ

≈ 9.45 10−24
J

ℎ
≈ 14.3GHz , 𝜆 = 𝑐

𝜈
≈ 21mm


