Teilmusterlsung 9. Ubung von Severino Adler

Teilmusterlosung zur 9. ﬂ'bung Quantenmechanik I

23.) Cristal-field Splitting
a.)
Die Kugelflachenfunktionen in Kugelkoordinaten konnen als bekannt angenommen werden.
Mit

x = rsin(0) cos(¢)

(

y = rsin(f) sin(¢) (
z = rcos(f) (3

(

r=+z2+y%+22

konnen sie geschrieben werden als

1=1 1=2 1=1 1=2
(r,0,9) (r,0,9) (z,y,2) (z,y,2)

m=-2 \/31275;st(9)6*21¢ \/7%
met | s | s oo | JEea |
m=0 \/ECOS(H) \/%(3 cos?() — 1) %% \/%&zj;r?
m=1 —\/Eszwsin(é)ei‘;s —\/?’sm(e) cos()el? \/gmt’y \/g“g?”z
m=2 /2 sin?(0)¢¥¢ EEELL

Wir kénnen nun die p und d Orbitale als reele Linearkombination aus Kugelflachenfunk-
tionen darstellen. Dabei nutzen wir fiir die Norm die Tatsache das die Kugelflachenfunktionen
orthonormiert sind. Das ergibt

Yim

1 3z
Pz = E(Ykl —Yi) = P (5)
1 3y
by = ﬁ(ylfl =+ Yll) “\nr (6)
3z
— Y=/ —2 7
D 10 dn (7)
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1 15 zy
dpy = —=(Yo_o — Yoo ) =/ —— 8
Y \/i( 2—2 22) 47_(_ 7’2 ( )
1 15 yz
dy, = —=(Yo_1+Y21) =/ —== 9
yz ﬂ(Q 1+ 21) T 12 9)
1 15 xz
dpy = —(Yo_1 — Y1) =/ —2 10
T2 \/i( 2—-1 21) A 12 ( )
1 15 22 —y?
d = —(Yo_o+ Yoo) =/ — 11
22 —y?2 \/5( 2-2 + 22) 60 12 (11)
5 322 — 2
dp=Yyg={\——5— 12
S ST (12)
b.)
Gegeben sei nun ein Potential mit kubischer Symmetrie
Viz,y,z) =V(-x,y,2z) =V(z,—y,2) = V(z,y,—2) (13)
Viz,y,z) =V(y,z,2) =V(z,2,y) = V(y,2,2) = V(z,y,2) = V(z,2,9) (14)
Zu berechnen sind die Matrixelemente des Potentials in der Basis {p, py, p-}
iVl = [ @l R )i, DV (2,3 2y (0,9.2) (15)
Fiir i # j fiihrt das auf Integrale der Form (k # i,k # 7)
R 2y
/da}k/dfljj x]/dazl‘ nl("")| ) ($’y7 Z) xT; ; 0 (16)
r —~—
sym m o antisym in x;
Daher nur die diagonalen Elemente sind ungleich 0. Fiir die diagonalen Elemente gilt
=V (z,y,2) =V (z,y,2)

2 2 2

r

x — 2 —
/ By B (DPV (@, 2)2% 25y / B B (OPV (g2, 2)y® 522 / B B (OFV (2,2, ) 2
r

<px|V‘px> :<py|V|py> = <pz|V|pz>

Da alle Elemente identisch sind gibt es kein Cristal-field Splitting.

c.)

Zu berechnen sind die Matrixelemente des Potentials in der Basis {dyy, dyz, dyz, dy2_y2,d 2}

(di|V|d;) = / 2| Ruo(r)2di (2. 9, 2)V (2, 2)d (2., )
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Fiir i # j fiihrt das auf Integrale der Form (k # i,k # 7)

/dazk :ck/dx] 93]/ ol V(J: v, ) x; Lo (20)

antisym in z;

sym in x;
2
T ~~~
f antisym in z;
sym in xz;
R, 2V (x, v,
/d:vk/dxj a:j/dzz:i‘ 2(r)] 5 (z,9,7) T; L0 (22)
4 ~~~
o~ antisym in x;
sym in x;
r2 2
/dZ 22/d$dy|Rn2(r)| i/(xvyvz) (1,‘2 _y2)
T
2. Sugmand =V(z,y,2)
Yy—x 2 2f—' —
dxdy
(23)

Daher sind wieder nur die diagonalen Elemente ungleich 0. Fiir die diagonalen Element gilt

=V(2,y,2)
—_—
2 2,2 Y72 9 9 9
/ d$dde|Rn2(r)| V(f? y? Z)x y Z_> dxdzd | ’I’L2(T)‘ V(;L’,Z,y)l’ z
r \‘f_/ r
dxdydz
=V (z,y,2)
Ty 2f—’§ 9 9
v2r [ s Bn2(r)] V(f,w,z)y 2 (24)
N—— r
dxdydz

Man sieht dass in den Integralen einzeln vorkommende Faktoren von x™,y", 2™ beliebig in-
einander umgeschrieben werden kénnen. Kommen zwei Faktoren gemeinsam vor kann jeweils
einer in den dritten Faktor umgeschrieben werden. Daher gilt weiters

(222 —22—y2)2

2 YY)
/dﬂfdydz|R”2(r)| Vix,y,z) (327 —r°)

rd

|Ru2(r) PV (2, y, 2) (42" + 2* + y* — 42%0? — 42%y° + 22%°)
—/ dxdydz -
424 — 2% 4 2%
= 42222 - 4y?2? |= / dxdydz

4z2y2 — 43023/2

[ dntyas VPV o237 =P 26)

|Rn2(7“)|2V(x, Y, Z)(33L‘4 —+ 3y4 — 6x2y2)
4

r

rd
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(dyo_y2|Vdya_y2) = (do2|V]d,2) (27)

Man beachte in den Faktor 3 im letzten Integral welcher sich mit der Differenz der
Normen aus und wegkiirzt. Da xf-‘ — m%xz- mit ¢ # j nicht erlaubt ist lassen sich
die Integrale aus nicht in die Integrale aus umschreiben. Fiir die d-Orbitale gibt
es daher ein Cristal-field Splitting. Die Orbitale dyy, d, ., d;. werden to, Orbitale genannt die

Orbitale d,2_,2,d.2 e, Orbitale.
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