13. Tutorium VU Quantentheorie I, 22.01.2021

1. Gegeben sind zwei Drehimpulsvektoren Lund S , charakterisiert durch die beiden
Quantenzahlen [ un_gl s.ﬁZus_z}mmen bilden die beiden Drehimpulsvektoren den
Gesamtdrehimpuls J = L + S.

a) Skizzieren Sie die schematischen Darstellungen der Drehimpulsaddition in
Form von Punktdiagrammen in der m;/m,- bzw. j/m;-Ebene fiir s = 2 und
[ = 1 (wie in der Vorlesung gezeigt). Verbinden Sie in beiden Diagrammen
Zustéande (Punkte) mit konstantem m; durch Linien.

b) Der Zustand eines Spin-2-Teilchens sei in der entkoppelten Drehimpulsbasis
gegeben durch folgende Superposition von Produkt-Zusténden:

) ® |sma) + |lme) ® 15m32>) (1)
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mit [ =1,5s=2, my =0, mg =2, mp =—1und my = —2.

i. Schreiben Sie den Zustand |u) in der gekoppelten Basis |l'sjm;) an.
Verwenden Sie dazu die Clebsch-Gordan-Tabelle aus dem Skriptum oder
von der Particle Data Group.

ii. Mit welcher Wahrscheinlichkeit messen Sie an diesem Zustand fiir die
z-Komponente des Gesamtdrehimpulses den Wert 2A?

iii. Berechnen Sie den Erwartungswert des Gesamtdrehimpulsquadrates J2
in diesem Zustand.

2. Der Hamiltonoperator eines Systems mit zwei (unterscheidbaren) Spins s = 1/2

ist durch
«
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gegeben (o, > 0; S@: Spinoperator zu Spin i). Der erste Term in Glg. (2) be-
schreibt den Effekt eines externen Magnetfeldes in 2-Richtung und der zweite Term
beschreibt eine anti-ferromagnetische Wechselwirkung zwischen den beiden Spins.

a) Schreiben Sie den Hamiltonoperator in der gekoppelten Basis, gegeben durch
die Operatoren (§(1))27 (5(2))2, J? = (SO 4+ §@)2 ynd J, = S 4+ 5P an.
Geben Sie nun zuerst alle moglichen Eigenzustédnde von H an und bestimmen
Sie anschliefend die dazugehorigen Energieeigenwerte. (Arbeiten Sie in der
gekoppelten Basis sy, 59, 7, m;) = |7, m;).)

b) Zeigen Sie nun anhand der Eigenzustinde von H, dass


https://pdg.lbl.gov/2016/reviews/rpp2016-rev-clebsch-gordan-coefs.pdf

i. das externe Magnetfeld fiir &« > 0 und 8 = 0 beide Spins parallel zuein-
ander ausrichtet,

ii. die anti-ferromagnetische Wechselwirkung fiir 5 > 0 und o = 0 zu einer
anti-parallelen Ausrichtung der beiden Spins fiihrt.

Untersuchen Sie nun das Verhalten, wenn beide Terme wirken und somit
a > 0, § > 0. Skizzieren Sie die Energien als Funktion von f fiir ein fixes a.
Interpretieren Sie den Verlauf der Energieeigenwerte physikalisch. Fiir welches
Verhéltnis von « und S tritt Entartung auf?

Geben Sie alle auftretenden Energieeigenzustinde in der entkoppelten Ba-
sis |ms1, msa) an. Nehmen Sie nun an, das System befinde sich im Zustand
|ms1, ms2) = |1/2,—1/2). Mit welcher Wahrscheinlichkeit kénnen in diesem
Fall die moglichen Energieeigenwerte gemessen werden?

3. Im Grundzustand des Heliumatoms befinden sich die beiden Elektronen in einem
Singlett-Zustand mit Gesamtspin s = 0. Das Atom werde nun durch einen La-
serpuls doppelt ionisiert, d.h. dass beide Elektronen durch die Energie des Laser-
pulses aus einem Bindungszustand in einen Kontinuumszustand gehoben werden
und einen zweifach-positiv geladenen Atomkern (Het") zuriicklassen. Sie konnen
nun annehmen, dass die beiden Elektronen nach dem Ionisierungsprozess weiterhin
durch einen Singlett-Zustand beschrieben werden, selbst wenn sie nach der Emis-
sion in unterschiedliche Raumrichtungen eine grofte rdumliche Distanz zueinander
aufweisen.

a)

Verwenden Sie eine Clebsch-Gordan-Tabelle um zu zeigen, wie sich der
Singlett-Zustand |s = 0,ms = 0) in der Produktbasis der beiden Elektronen
|s1,ms1) ® |s2, msa) anschreiben lésst. (Eine Clebsch-Gordan-Tabelle finden
Sie im Skriptum oder bei der Particle Data Group.)

Es werde nun zuerst an einem der beiden Elektronen der Wert h/2 fiir die
Observable S, gemessen, wobei « die Projektion des Spins auf die negative
z-Richtung angibt (sh. obige Abbildung eines entsprechenden Stern-Gerlach-
Apparats mit L, > L;). Welches Ergebnis kénnen Sie im Mittel fiir eine
darauffolgende Messung (i) von S, und (ii) von S, am zweiten Elektron er-
warten?


https://pdg.lbl.gov/2016/reviews/rpp2016-rev-clebsch-gordan-coefs.pdf

c) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir in beiden Stern-Gerlach-Filtern
eine positive (+) Spin-Projektion zu messen, wenn die beiden Achsen der
Spin-Filter einen relativen Winkel von 6 zueinander aufweisen (in obiger Ab-
bildung ist # = 7/2). Interpretieren Sie Ihre Resultate physikalisch.

Hinweis: Die Rechnung lasst sich deutlich vereinfachen, wenn die Richtung
der 1. Messung gut gewéhlt wird.

Bemerkung: Die Ergebnisse der obigen Punkte illustrieren mehrere fundamentale
Eigenschaften der Quantentheorie: Dass durch den Kollaps der Wellenfunktion bei
der Messung an einem der beiden Teilchen auch der Zustand des anderen Teilchens
festgelegt wird - selbst wenn sich dieses rdumlich weit entfernt aufhélt - ist ei-
ne Konsequenz der quantenmechanischen “Nichtlokalitat”. Letztere folgt wiederum
aus dem Superpositionsprinzip und der probabilistischen Naturbeschreibung durch
die Quantentheorie. Der Umstand, dass der Messwert am zweiten Teilchen durch
die Art der Messung am ersten Teilchen (wie z.B. die Projektionsachse bei der
Spin-Messung) mitbeeinflusst wird, wird als “Quanten-Kontextualitit” bezeichnet.
Beide dieser Eigenschaften sind in der klassischen Physik vollkommen unbekannt
und haben bei der Entwicklung der Quantenmechanik zu zahlreichen Diskussionen
gefiihrt. Unter anderem wies z.B. Einstein darauf hin, dass die Korrelationen zwi-
schen den beiden raumlich getrennten Elektronen nur durch eine “spukhafte Fern-
wirkung” erklart werden konnen. Die daraus gezogene Schlussfolgerung, dass die
Quantentheorie keine vollstandige Theorie sei, sondern noch zusétzliche “verborge-
ne Parameter” beinhalte, liefs sich jedoch mittlerweile im Experiment widerlegen.
Was Einstein jedoch beruhigt haben diirfte, ist der Umstand dass durch die instan-
tane “Fernwirkung” zwischen den beiden Elektronen keine Information iibertragen
werden kann und somit das Kausalitdtsgesetz der speziellen Relativitatstheorie
nicht verletzt wird.

Anmerkung: In der Literatur wird bei der Kopplung zweier Spins 51, S, zu einem
Gesamtspin S = 5] + S5 die gekoppelte Basis haufig mit Grofsbuchstaben notiert,
dh |S, M5> = |81, S9, S, M5>

Zu kreuzen (online im TUWEL-Kurs zur LVA): 1a/1b/2/3



