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10. Translationsoperator 2+1+1=4 Punkte

Gegeben sei der Operator T' = e_)‘(a_“f), wobei a und a! Vernichtungs- und Erzeugungsoperato-
ren sind. Die Exponentialfunktion eines Operators ist hierbei durch die entsprechende Reihen-
entwicklung definiert.

a) Ist der Operator T hermitesch? Ist T unitér, d.h. gilt 77T = TTT = 17
Transformieren Sie nun die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren mit 7', d.h. bestimmen
Sie @ = TaT" und a' = TalTT.

b) Berechnen Sie daraus nun den transformierten Hamiltonoperator H= THoT"T, wobei Hy der
Hamiltonoperator des harmonischen Oszillators ist. Fiir welches A ergibt sich der Hamilton-
operator aus Aufgabe 9(a)?

¢) Driicken Sie nun die Erzeuger und Vernichter im Exponenten von 7' durch den Impulsopera-
tor aus. Fiir welches € finden Sie T' = exp(—%fp)? Was ergibt sich, wenn man den Operator
T auf eine Wellenfunktion in Ortsdarstellung anwendet: 7% (z)? Warum nennt man 7" auch
den Translationsoperator? Bringen Sie dieses Ergebnis in Verbindung mit Aufgabe 9(b).

Hinweis: Verschwinden fiir zwei Operatoren A, B die Kommutatoren [A,C| und [B,C] wobei
C = [A, B], so gelten die folgenden Identitdten:

[A,F(B)] = [A,B]F'(B) (1)
€A€B = €A+B 6%[1473] (2)

wobei F'(B) = 4L F(B) ist.
11. Koharente Zustande 1+1+1=3 Punkte

In der Vorlesung haben Sie die — als kohérente Zustédnde bekannten — Eigenfunktionen ¢, () des
Vernichtungsoperators a im Kontext des harmonischen Oszillators kennen gelernt: apq () = apq(z),
aecC.

a) Zeigen Sie, dass kohirente Zustidnde nicht orthogonal zueinander sind, d.h. bestimmen Sie
das Skalarprodukt (¢q, ¢3).

b) Zeigen Sie, dass die Eigenzustinde des harmonischen Oszillators 1, orthogonal zueinander
sind, d.h. bestimmen Sie (¢, ¥m,)
Hinweis: Benutzen Sie, dass 1y, ~ (a')"g

c) Berechnen Sie die Erwartungswerte fiir die Varianz Az = (x?) — (z)? fiir kohiirente Zustinde
Yo und fiir Eigenzustéinde des Harmonischen Oszillators .
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12. Zweidimensionaler Potenzialtopf 1+1+1=8 Punkte
Betrachten Sie einen zweidimensionalen Potentialtopf mit dem Potential

0 0<z<a 0<yc<d

oo sonst.

V(IL‘,y) = {

a) Finden Sie die Eigenzustidnde der stationdren Schrodingergleichung fiir dieses Problem sowie
die dazugehorigen Eigenenergien. Ist der Grundzustand entartet? Sind der erste und der
zweite angeregte Zustand entartet? Wie héufig?

b) Zum Zeitpunkt ¢ = 0 befindet sich das System im Zustand
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0 sonst.

Bestimmen Sie die Normierungskonstante A und die Zeitentwicklung des Zustandes, also
V(. y,t).
c) Berechnen Sie die Erwartungswerte (y(t)), (p.(t)) fiir den obigen Zustand ¢ (z,y,t).



