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17. Vollst. Satz kommutierender Observablen 1+1+1=3 Punkte

Wir betrachten ein Drei-Niveau System. Sein Hamilton Operator H sei gegeben durch

H = hQ(|1)(1] = [2)(2[ = [3)(3]) (1)
wobei {|i),7 = 1,2, 3} eine normierte Basis ist und € > 0. Ein weiterer Operator sei

O = a(IH){1]+ 23]+ [3){2) (2)
wobei a > 0.
a) Zeigen Sie, dass H und O hermitesch sind und miteinander kommutieren.

b) Geben Sie explizit eine gemeinsame Basis der Eigenvektoren von H und O an.

c) Welche der folgenden Mengen an Operatoren bilden einen vollsténdigen Satz kommutierender
Observablen? (i) {H}, (i) {0}, (iii) {H,O}, (iv) {H?, O}

18. Scharfe Messung 1 Punkte

a) An einem System im Zustand [¢) wird die Observable A mit der Unschérfe AA = 0 gemessen.
Beweisen Sie, dass |1)) dann notwendigerweise ein Eigenzustand |a) von A sein muss.



19. Drehimpuls im 2D harmonischen Oszillator 1+1+2+2=6 Punkte

Gegeben sei der quantenmechanische harmonische Oszillator in zwei Dimensionen
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der sich alternativ durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a;, ag bzw. a,;g, ay ausdriicken

ldsst. Mit letzteren definieren wir die folgenden Linearkombinationen:

1 , 1 .
ap, = E(ax + iay), ar = ﬁ(agc — iay) (4)
sowie die ensprechenden Besetzungsoperatoren
Np = aTLaL, Nr = aTRaR. (5)

a) Driicken Sie, fiir w, = wy = w, den Hamilton Operator H sowie die z-Komponente des
Drehimpulsoperators L, = xp, — yp, durch die Operatoren Nz, und Ng aus.

b) Welche der folgenden Mengen bilden einen vollstdndigen Satz kommutierender Observablen
des Systems: {Ny}, {nz, ny}, {Nr, Ng}, {H} ? Andert sich Thre Antwort im Falle w,, # w,?
Von nun an sei w; = wy = w.

c) Zeigen Sie, dass {H,L,} ein vollstindiges System kommutierender Obervablen bilden:
(i) Zeigen Sie, dass [H,L,] = 0; (ii) Zu welchen Eigenwerten fuw(n + 1) bzw. hm ist

Inp,nr) = ﬁ(a%)’m (aTL)”L\O> Eigenzustand der Operatoren H und L7 Ist die Zuord-

nung (ng,nr) — (n,m) eindeutig? Welche Werte kann m fiir ein gegebenes n annehmen?
Wir definieren die folgenden drei Operatoren
J.=aL,,  Jy=phdha,, J_=phalag (6)
wobei «, § reelle Konstanten sind.

d) Bestimmen Sie @ und  derart, dass J ein quantenmechanischer Drehimpulse ist. Der zwei-
dimensionale harmonische Oszillator beherbergt also eine dreidimensionale Algebral



