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20. Heisenbergsche Unschérferelation fiir Spins  1+1+1+1=/ Punkte

Die Spin-Operatoren sind durch

So= DUDWIH TN, Sy =2l I+ DD, Se=2ane -1 o

gegeben.

a) Zeigen Sie explizit mit der Hilfe der Leiteroperatoren Sy und S_ und deren Wirkung auf
| }) und | 1), dass die Ausdriicke fiir S, und S, die obige Form haben miissen.

b) Berechnen Sie den Kommutator [S;, S;], mit i,j € {z,y,z}. Was fallt Thnen auf? Benut-

zen Sie das Ergebnis, um den Kommutator [S;, S?] zu berechnen, wobei i € {x,y,2} und
52 =5%=82+57+52.

c) Geben Sie die Heisenbergsche Unschérferelation fiir AS,AS, an und werten Sie diese fiir
|Yn) = | }) sowie |¢g) = %(\ 1) —i| 1)) aus. Berechnen Sie auch AS, und AS, explizit fiir
|1h1) und [¢b2) und vergleichen Sie das Ergebnis mit der Heisenbergsche Unschérferelation.

d) Wie groB ist der Erwartungswert des Antikommutators |(¢|{Sz, Sy Hv)|? sowie

|(Szt1Sy ) |?
(S2[S21) (Sy1h|Syy)

fir |¢) = |¢1)7 Was kénnen Sie damit fiir die Heisenbergsche Unschérferelation sagen?
(Antikommutator: {A, B} = AB + BA)

21. Crystal-field Splitting 1+41+1+1+2=6 Punkte

Sie werden bald in der Vorlesung die Losung der Schrodinger Gleichung fiir das Wasserstoffatom
lernen. Fir diese Aufgabe brauchen Sie diese Lisung nicht — es geht nur um Eigenschaften der
Kugelflichenfunktionen Y, (0, @), die Sie schon aus der Vorlesung und dem 2. Plenum kennen.

Wir betrachten ein Elektron in einem wasserstoffihnlichen Atom. Gleich in der néchsten Vorle-
sung werden Sie erfahren, dass sich die Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms als

T;Z)nlm (T‘, 97 (;0) = Rnl(T)lem(e, SO)

schreiben lassen. Unser Atom befindet sich in einem Kristallpotenzial V (x,y, z) mit kubischer
Symmetrie. Wir konnen davon ausgehen, dass durch das Kristallfeld die Rotationssymmetrie des
Atoms nur leicht verletzt wird und wir die Eigenbasis des Wasserstoffatoms verwenden diirfen.
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Wir betrachten jetzt die Matrixelemente des Kristallpotenzials (nlm|V |n/l'm’) in de Wasserstoff-
eigenbasis |nim) fiir Orbitale mit n =n’ und I =1’ = 1 (p-Orbitale) und [ =’ = 2 (d-Orbitale).
Dann sind die Matrixelemente des Potentials durch

(nim|V|nim') = /d‘gwizmv(%y, 2)niny = /d3T!an(7‘)\2YzL(97¢)V(w,y,Z)Yzm/(9,90) (2)

gegeben. (Sie konnen den Radialanteil R,;(r) der Wellenfunktionen als bekannt annehmen — die
genaue Form dieser Funktion ist fiir die Losung nicht notig).

Um die obigen Matrixelemente fiir ein Potenzial V' mit kubischer Symmetrie zu berechnen, ist
es vorteilhaft eine unitidre Transformation vorzunehmen und in eine rein reelle Darstellung der
Kugelfldchenfunktionen zu wechseln (cubic harmonics aus Plenum 2).

a) Gehen Sie von den Kugelflichenfunktionen zu ! = 1 und | = 2 aus und bestimmen Sie daraus
jene Linearkombinationen, welche die p-Orbitale

X Yy z
Py 0C 7y Py O Pz X (3)
und die d-Orbitale
2 2 2 2
x z Tz — 3z° —r
dzy 0.8 7:;/7 dyz X %, dxz X ']"727 dx2fy2 o< 742 und d22 x T (4)

generieren.

b) Berechnen Sie die Erwartungswerte (L) und (L.) fiir pg, py, dey und d,.

c) Wie transformieren sich die obigen p und d-Orbitale (pg, py, pe und duy, dy., dg-, dy2_y2,
d,2) unter den folgenden zwei Symmetrieoperationen der kubischen Symmetriegruppe:
(x = —z,y = y,z2—2) und (v —=y,y—z,2—2)? (5)
Fiir ein Potenzial V' mit kubischer Symmetie gilt
V(xvyaz) = V(—Jl,y, Z) :V($, _yvz) = V(l’,y, _Z) (6)
und
Viz,y,2) =V(y,z,0) =V(z,2,y) =V(y,z,2) = V(zy2) =V(z,2y) (7)

(alle Permutationen von z, y, z und alle Vorzeichenwechseln geben denselben Wert von V).

d) Zeigen Sie, dass fiir ein Potential V', welches die obigen Eigenschaften erfiillt, die Matrixdar-
stellung des Potentials in der Basis {p, py, p. } nur fiir Diagonalelemente nichtverschwindende
Eintrige haben kann. Sind sie identisch? (Also: gibt es ein Crystal-field Splitting fiir [ = 17)

e) Zeigen Sie, dass fiir ein Potential V', welches die obigen Eigenschaften erfiillt, auch
die Matrixdarstellung des Potentials in der Basis gespannt durch die d-Orbitale
{dsy, dys, dy, dy2_y2, d,2} nur diagonale nichtverschwindende Eintréige haben kann. Fiir wel-
che d-Orbitale sind diese Eintrége jeweils identisch? (Man spricht auch von tp, und e, Orbi-
talen.)



