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5. Tutorium - Lésungen 13.05.2011

5.1 Fockraum

Vorbemerkung: Da es um zwei unabhéngige harmonische Ostzillatoren geht, kénnen beide auch im gleichen
Energiezustand sein (bei Fermionen wére das nicht moglich). Daher verhilt sich dieses System bosonisch.
Beispiel: Der Fock-Zustand |¥(2,5)) = [0,0,1,0,0,1,0,0,...) bedeutet, dass sich einer der beiden Oszilla-
toren im zweiten, und einer der Oszillatoren im fiinften Energiezustand befindet. Welcher von beiden in
welchem Zustand ist, kann nicht gesagt werden. Es gibt zwei Moglichkeiten:

(W(2,5)) = c(lg2); @ [P5)y + [d5)) @ |d2)y) = c(|d2, b5) + 05, d2))

wobei die Normierungskonstante aus der Normierung der Fock-Zustédnde (¥(2,5)|¥(2,5)) = 1 berechnet
wird, und ¢ = 1/v/2 ergibt.
a) Fiir i < j gilt:
Normierung;:
(W(i, )W, 5) = 1
= ({60 &3] + (85, i) (166, 05) + 185, 64))
= A(1+0+0+1) =2

Fir i = j gilt | (4,5)) = |¢s, ¢:). Daher
(i, ) = {7 On et lon o)t <
|pi, di) fiiri = j.
*) Fiir den harmonischen Oszillator gilt
b)) = Vi+1|pir1),
blgs) = Vilpioa),
bolg) = b (Vi) =il
Fiir zwei harmonische Oszillatoren gilt entsprechend (Faktor 4 falls s = 1, und Faktor j falls s = 2):
blbs |3, 05) = (i0s,1 + 50s,2) [is b) -
b) Fiir k£ < [ gilt auch ¢ < j (fiir ¢ = j wiirde das Matrixelement verschwinden) und man erhélt:

(Wi, )| Bl [U (R, D)) = i<<¢i,¢j|+<¢j,¢i|>bzbs%
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+ (ks + 105,2) (D5, il drs d1) + (1051 + kds,2) (D5, il b1, D)
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Der Term 6;;6; 1, verschwindet, da dieser nicht fiir ¥ < [ und ¢ < j erfiillt werden kann (k <! =1i< j =k,

also k < I < k, was ein Widerspruch ist).
Fiir £ = [ muss auch ¢ = j sein, um nicht-verschwindende Matrixelemente zu erhalten, und man erhélt:

(U(i,0)| blbs [(k, k) = (i, &1l bLbs | dr, o1)

= (kds1 + Kkds2) di
= kb

D.h. die Formel fiir k£ < [ gilt offenbar auch fiir den Fall k£ = [:

1
(W (i, )] blbs [W (k1)) = 5 (k+1)8;40;, fiiralled < jundk < L.

¢) Fir k < [ und daher i < j gilt

(W(i,j) alay |W(k, 1)) = (164 + 1001) i1,

= (Ot +011) 651051

Fiir £ =1 und daher ¢ = j gilt

(W(i i) alar | O (k, k)) = 26, 16 1.

Auch hier gilt die Formel fiir & < [ offenbar auch fiir k = I:

(Wi, j) alar |0k, 1)) = (8.0 + 60) Gi kb0 Vi <j ke <L.

d) Wir zeigen das Resultat in der Basis der Fock-Zustande:
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Linke und rechte Seite der angegebenen Gleichung stimmen also fiir alle Matrixelemente der vollsténdigen
Basis tiberein, und somit stimmt die Gleichung auch fiir die allgemeinen Operatoren:

1
Fw (b}b1 +bibs + 1) =Y hw (t + 5) alay.
t



5.2 Zweizustandssystem

Das ist ein Spezialfall des 5. Plenums mit nur 2 Zustidnden, ¢; = Fy und e; = —FEjy. ny ist die Anzahl der
Teilchen im Zustand |1) und ng die Anzahl der Teilchen im Zustand |2). Daher kénnte man die Losung gleich
hinschreiben. Trotzdem wird der Losungsweg kurz skizziert: Im Fockraum gilt:

H ny,n2) = (Eony — Eona) [n1,na)
N |ny,n2) = (n1 + na) [n1,na) = N |ng,na),
<nllvnl2|nlvn2> = 5n1,n’15n2,n’2-

a) Grofkanonische Zustandssumme fiir Bosonen im Fockraum:

Zak = tr(e_ﬂ(ﬁ_”m)
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(Wobei gelten muss Ey > p und —FEp > p, also p < —|Ep|. Das chemische Potential fiir Bosonen muss somit
negativ sein.)
Groftkanonisches Potential:

J = —kpTn Zax = kpT [m (1 — e*f’<E0*ﬂ>) +In (1 _ e*ﬁ“EU*“))] .

Mittlere Teilchenzahl:

o7 1 1
o B 1 BB 1

(N = -

Teilchenfluktuation wird wie folgt berechnet (1/(kgT) =: §):
102 190
— 555 = G (V)
pou*  pop
eB(Eo—p) eB(—Eo—p)

= S g+ ——— 5 > 0.
(e oﬂ)fl) (eﬁ( Eo u)fl)

(AN =

b) Grofskanonische Zustandssumme fiir Fermionen (n; nehmen nur Werte 0 oder 1 an):

Zak = tr(efﬁ(ﬁ*ﬂﬁ))
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(Fiir Fermionen gibt es keine Einschrinkungen an das chemische Potential.)

J=—kpTInZgx = —kpT [111 (1 + efﬁ(E‘)*“)) +In (1 + eiﬁ(*EU*#))} .

oJ 1 1
(N) = _8_M ~ oB(Bo—n) +1 + eB(—Eo—p) 4 1°
10 B(Eo—pu) B(—Eo—pu)
(AN = 2= (N) = — 7+ — :
B ou (efBo—m) 4 1) (eF(=Eo—m) 4 1)

¢) GroRkanonische Zustandssumme fiir Teilchen, die der Maxwell-Boltzmann-Statistik folgen:

00 1 2 2 2 . .
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Gibbsfaktor
unterscheidbare Teilchen
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— exp (efﬁwow) 4 efﬁonw)
= exp (e—ﬂ(Eo—H)) exp (e—ﬂ(—Eo—M)) )

J=—kgTln Zex = —kpT [e—ﬂ(Eo—u) n e—ﬂ(—Eo—m} .

aJ 1 1
(N) =5, = FE—w + Fmn
10 eB(Eo—p) eB(=Eo—u) 1 1
AN)> = = — (N) = = = (N) > 0.
BN =550 N = (G T (ocmm)y ~ Emm T s — N2

Alternative Rechnung fiir die grofskanonische Zustandssumme fiir Maxwell-Boltzmann-Statistik: Mit dem
LEntartungsgradoperator” F':

- N!
Fny,ng) = ] |1, n2)
kann man schreiben:
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Gibbsfaktor Anzahl der entarteten Zustinde
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