Statistische Physik I (SS 2020): Tutorium 1

1. Stirling Formel
Betrachten Sie die Darstellung der Fakultit n! als Spezialfall der Gamma-Funktion

nl=Tn+1) = /000 a"e” T dx. (1)

—T

(a) Skizzieren Sie den Verlauf des Integranden f(x) = z™e™7 fiir grofie n.
(rote durchgezogene Linie) und seine Gaufsche Approximation

Der Integrand f(z) = za"e
(n/e)me~(@=m?/(2n) (griine gestrichelte Linie fiir n = 25.

1.2x 10%

8.x 108

f(X)

4,x10%

Bei der Skizze den Verlauf der zwei Funktionen =™ und e~ besprechen.

(b) Schreiben Sie f(x) = 9®) und entwickeln Sie den Exponenten g(x) um sein Maximum.
— 2. Die erste Ableitung ist 0 fiir

flx) =a"e " — g(x) = nlog(x) — . % =2 —1und % =7
x = n. Dort ist die zweite Ableitung negativ (—1/n), daher ist dies das Maximum von g(x) und
von f(z). Taylor-Entwicklung ergibt also
9(x) ~ nlog(n) —n — o—(z —n)* (2)
(c) Leiten Sie daraus die Stirling Formel
n\n"
- (2 :
n mn (- (3)

fiir grofle n her.



Mit der obigen Taylor-Entwicklung ist

f(x) = e m e log(n)—n—g(z=n)* _ n,—n,—(z—n)?/(2n) (4)

Somit ist - -
n!l=Tn+1) = / e dr & n"efn/ e~ (@=m)*/(2n) gop. (5)
0 0

Die Bedingung n > 1 fithrt dazu, dal bei z <0 e~ (@=m)?/(2n) ~ (. Daher kann das Integralinter-
vall auf

n! ~ n”e—”/ e~ (@=n)?/(2n) g, _ Vo (E)n ©
oo e

erweitert werden.

Begriinden Sie die weitere Néherung
log(n!) = nlog(n) —n (7)

anhand eines konkreten Zahlenbeispiels.

Da log(y/n) < n kénnen wir weiter néhern

n\" ny\n"
1 A V/ n — n ~ _
log(n!) log[ 2 (e) ] log (\/27rn) + log [(e) } nlog(n) — n. (8)
So ist z.B. fiir n = 1000: log (\/27r1()00) ~ 4.37 und 10001og(1000) — 1000 ~ 5907.8, und da
log(1000!) ~ 5912.1 ist auch die weitere Nédherung gut.

2. Vollstandige Differentiale und integrierender Faktor

(a) Welcher der folgenden Ausdriicke ist tatséchlich ein vollstindiges Differential (Begriindung)?

1 1
dFy, = (T+§V2)dT+(V+§T2)dV,
dF, = ZTiV*%dV+iT*%V%dT,
dFy = T3Vi(dV +dT).

Ableiten ergibt in dFy:

0 1 0 1
—(T+=v?) = — “T?| =T
8V( +2V) V;«éaT(V+2 ) (9)
Ableiten ergibt in dFs:
8 1 1 3 3 1 8 1 3 3
—(Sriv-i) = Syt = ooy 10
oT ( ) 16 ov (4 > (10)
Ableiten ergibt in dFj:
0 41 4, 11 0 a1 1, a_ -3
8—T(T3V )—§T3V ;AW<T3V )_szV (11)



Deshalb ist nur dF; ein vollstédndiges Differential.

Ist df (z,y) = xdx + (22 /y)dy ein vollstindiges Differential?

Nein, da: a% (2) =0# 2 (22 /y) = 22/y.

Falls nicht, bestimmen Sie den “integrierende Faktor”, d.h. eine Funktion vy(x,y), so dass dg =
~(z,y)df ein vollsténdiges Differential ergibt. Hinweis: v(x,y) ist nicht eindeutig.

Die Bedingung fiir v lautet:

Oylzv(z,y)] = ulz® y (2, ).

Es gibt mehrere mogliche Losungen fiir diese Differentialglg.. Z.B., kénnen wir den Fall mit
v(z,y) = 7(y) betrachten (dh. 9, y(z,y) = 0). Dann haben wir 9, [y(y)] = 2y~ v(y)], die di-
rekt 16sbar ist mit: y(y) = y?. Man kann nun verifizieren, dass:

Oylay®] = 2zy = O [2"y].
Alternativ: y(x,y) = 1/22.

Zeigen Sie anhand des 1. Hauptsatzes fiir Gase, dE(T, V) = §Q—pdV (=vollstindiges Differential),
dass dQ(T, V) im Allgemeinen kein vollstédndiges Differential ist.

Man hat 6Q = dE(T, V) + pdV, daher

dE dE

0Q = Z=dT + (dvm) dv.

Die Bedingung um die vollstdndige Differenzierbarkeit von §Q) zu garantieren lautet: Jy (%)
Or (22 + p). Da dE ein vollstéindiges Differential (dessen Stammfunktion E(T,V) ist) ist, hat
man Oy (%) = Or (5—5). Daher bleibt: 0 = 97 p(T, V), und da im Allgemeinen Or p(T,V) # 0,
ist 6Q kein vollstindiges Differential.

Zeigen Sie, ausgehend von (c), dass dY = T~16Q ein vollstindiges Differential fiir ideale Gase
ist. Beniitzen Sie fiir diese Aufgabe explizit die thermische und kalorische Zustandsgleichung fiir
ideale Gase. Welcher physikalischen Grofie entspricht Y7

Im Allgemeinen hitte man:

dE dE
_ -1 —1
dY =T~ —dT + <T [d +p]> av,

aber im Fall eines idealen Gases hat man E(T,V) = 3NkgT und p(T,V) = V- 'NkgT. Daher hat
mandY = T7! %NkB dT+V ' Nkp dV und die Bedingung fiir die vollstindige Differenzierbarkeit

Ay (leNkB> =0=09r (V 'Nkg)

ist damit erfiillt. Das ist nicht {iberraschend, da eine quasi-statische Trafo eines idealen Gas rever-
sibel ist, und daher entspricht Y die in der VO gegeben Definition der Entropie dY = dS = ‘WT“V



3. Polarisierung von Kernspins

In einem NMR Experiment befinden sich in einer Probe N = 10'® Wasserstoffkerne mit Kernspin
I =1/2 in einem duBeren Magnetfeld B. Jeder Spin kann entweder den Zustand |1) oder ||) annehmen.
Die Energienniveaus der beiden Zustdnde im Magnetfeld sind gegeben durch
vh vh
—-—B E, =-—B 12
9 1 9 ( )
wobei v = 267.5 x 10¢ s7'T~! und A = 1.05 x 1073* J s~!. Die Kernspins sind unabhiingig von
einander und p; und p; = 1 —p, bezeichnen die Wahrscheinlichkeiten, dass sich ein einzelner Spin im
Zustand |]) bzw. |1) befindet.

(a) Wie lautet die Wahrscheinlichkeit wy (N}), dass sich genau N| Spins im Zustand ||) befinden?
N, N
Man hat (s. VO): wy(N}) = (N+j)wi, (1 7p¢)N Ny pJ,l

By =

Néhern Sie diese Verteilung durch eine Gaussverteilung an und bestimmen Sie den wahrschein-
lichsten Wert V| und die Fluktuationen AN;.

N, =p,N, und AN, = /p,(T - p)N.

Reproduzieren Sie dazu die Schritte aus der Vorlesung und zeigen Sie insbesondere, dass:

.’132

C2Np(1—py)

Siehe VO: (1) Nidherung der Fakultidten mit Stirling: N! ~ NIn N—N. (2) Verwende log (A + z) =
log [A(1+ %)] =log A+log (1 + %) =log A+ 24 — %‘F' -+ zur Entwicklung von log [wN(]\All + x)]

log [wN(]/\h + x)} ~ log {wN(Zvi)} (13)

um maximum N 1. Die lineare Ordnung in x verschwindet, da N = J/V\l ein Extremum der
Funktion ist (per Definition von ]/\7:) Die quadratische Ordnung lautet: —% (% + ﬁ) =
b —Ny
_z ($) S ( 1 )
2 \ N (N-N)) 2 \Npy(I-py) )

(b) Betrachten Sie nun eine thermische Verteilung mit

(B —EBy)

e FBT
=@ 8> (14)

1 + 6_ kT

wobei kp = 1.38 x 1072 J K~1. Wie groB ist die Magnetisierung M = (N;) — (N;) und die
Standardabweichung AN} bei T’ = 300 K und einem Magnetfeld von B = 0.5T?

M = (N4)—(N) = N —2(Ny) = N(1—2p;) = 1.696 x 10°, wobei p; = 0.4999991 (da E| — By =
liyB = 1.404 x 10726 J und kpT = 4.14 x 10721 J).

Ist die Magnetisierung statistisch von 0 unterscheidbar? Ist das bei einer Probe von N = 10°
Spins immer noch der Fall?

Ja, weil AM = \/ANT)2 + (AN)? = \/2p¢(1 —p)N =223 x 107, und M > AM. Aber, falls
N =107, gelingt das nicht mehr: M = 1.696 x 10°> und AM = 2.2 x 10%, daher M < AM.

Kreuze fiir: 1(a)-(d), 2(a), 2(b), 2(c)-(d), 3(a), 3(b)



