Statistische Physik I (SS 2020): Tutorium 3

7. Thermodynamische Potentiale: dielektrisches System

Die Anwendung eines elektrischen Feldes (£) auf ein dielektrisches (d.h., nicht leitendes) Material hat
den folgenden Effekt: das Feld polarisiert das System durch die Bildung lokaler elektrischer Dipole
(ps) entlang der Feldrichtung. Durch diesen Mechanismus wird die Intensitét des elektrischen Feldes
im System entsprechend reduziert. Bei einem reversiblen Prozess éndert sich die innere Energie E des
dielektrischen Systems geméf

dE(S, P,N) = TdS + £dP + pdN, (1)

wobei P die totale elektrische Polarisierung (extensiv) der Probe (P = ). (p;)) und p das chemische
Potential bezeichnet.

(a)

Bestimmen Sie daraus analog zur Vorlesung fiir dieses System die thermodynamischen Potentiale
H=H(S,E,N), F=F(T,P,N) und G = G(T, &, N) und ihre Differentiale.
Die innere Energie ist extensive deshalb erhalten wir mit dem Satz von Euler
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Durch Legendre-Transformation von S nach T erhalten wir
F=E-TS5=PE+ puN, dF = (dE — SdT —TdS) = —SdT + EdP + udN. (3)
und durch eine weiter Legendre-Transformation von P nach &
G =F — P& = uN, dG = (dF — Pd€ — £dP) = —SdT — PdE + udN. (4)
Wenn wir nur eine Legendre-Transformation von P nach £ machen, dann erhalten wir

H=FE—PE=TS+uN, dH=(dE— Pdf —EdP) =TdS — PdE + udN. (5)

Fiir ein dielektrisches System, bei denen die Dipole nur zwei Werte einnehmen kénnen, p; = +p
erhalten wir

G(T,&,N) = —kpTNn {2 cosh (kaﬂ . (6)

Leiten Sie daraus durch differenzieren einen Ausdruck fiir die Polarisierung P ab.
Aus dem Differenzial von G findet man
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Berechnen Sie die Wirmekapazitét eines dielektrischen Systems in einem konstanten elektrischen

Feld,
oS
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Man findet:
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Daher:
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sowie die elektrische Suszeptibilitit bei konstanter Temperatur,
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Mit Hilfe vom oben hergeleiteten Ausdruck fiir die Polarisierung P = P(T,E, N) ist xr leicht zu

finden:
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Argumentieren Sie zuerst ohne Rechnung ob Cp > Cg oder Cp < Cg, wobei Cp die Wiarmekapa-
zitét des Dielektrikums bei konstanter Polarisierung bezeichnet. Leiten Sie dann einen expliziten
Ausdruck fiir Cp ab.

Physikalische Argumentation: Fiir Cp ist die Polarisierung konstant, d.h. dP = 0 und dE =
TdS. Die aufgenommene Wérme trigt also nur zur Erhohung der inneren Energie und daher
der Temperatur bei. Bei & = const. dndert sich die Polarisierung. Ein Teil der aufgenommenen
Wiérme wird also zusétzlich zur Leistung von Arbeit, £EdP < 0, verwendet und tragt nicht zur
Temperaturershung bei. D.h. Cp < Cg.

Etwas mathematischer kann man #dhnlich zu dem in der VO behandelten Fall von C), — Cy (das
immer positiv in einer thermodynamisch stabilen Phase ist) hier eine analoge Relation fiir die
Differenz von Cg¢ — Cp finden, wobei p — & (fiir die intensive Variable) und V' — P (fiir die
extensive). Der Ausdruck lautet:
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g—s) herleiten kann. Das positive Vor-

zeichen ergibt sich daher, dass in einem Dlelektrlkum P und & immer in die selbe Richtung
ausgerichtet sind.

Zur Berechnung von Cp bentigen wir die freie Energie F/(T, P, N) = G + PE. Wir driicken £ =

k 1;) L arctanh (p N) als Funktion von T, P, N aus und schreiben das Resultat als

den man mithilfe der Maxwell Relation ( )

F(T,P,N)=—NkgT x Y(P/(pN)),



wobel wir eine Funktion
2

V() = log (F

definiert haben (verwende cosh(arctanh(z)) = 1/v/1 — 22). Da F linear in 7T ist, ist die Wirme-
kapazitéit eines dielektrischen Systems bei konstanter Polarisierung gleich Null:
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Diese Ergebnis kann man auch nochmals explizit durch die Relation C¢ — C'p verifizieren:
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Zusatzfrage (ohne Bewertung): Erkldren Sie das Ergebnis fiir Cp. Hinweis. Fiir (¢) und (d) ist
es wichtig, dass die geeigneten thermodynamischen Potentiale und die richtigen unabhéngigen
Variablen gew#hlt werden

Cp = 0 bedeutet, dass ein Prozess mit P = const adiabatisch ist, d.h., keine Warme vom System
aufgenommen wird und dS = 0 Der Grund dafiir ist der folgende: Fiir ein System von unabhédngi-
gen elektrischen Dipole ist sowohl die Polarisierung P als auch die Entropie (Anzahl der entarteten
Zustinde) nur durch die Anzahl der ‘in Feldrichtung’ orientierten Dipole bestimmt. Damit sind P
und S nicht unabhéngig, und bei einem Prozess mit konstantem P muss auch S konstant bleiben
und umgekehrt. Das sieht man auch explizit and den oben angegebenen Formeln. Fiir konstan-
tes P muss das Verhéltnis £/T konstant sein. Die Entropie S héngt aber auch nur von diesem
Verhiltnis ab.

8. Chemische Antwortfunktion

Gegeben sei die freie Energie eines idealen Gases

F(T,V,N) = —NkpTn (- SV S 8)
R Bt NX3. )’ =\ 2nmkpT

Diese kann #hnlich wie in Aufgabe 6. aus der Entropie abgeleitet werden. Berechnen Sie ausgehend
von F(T,V,N) die chemische Antwortfunktion
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Wegen der auftretenden Variablen (T, V, 1) kann diese Responsefunktion als 2. Ableitung des grofika-
nonischen Potentials J(T,V, 1) geschrieben werden:
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Dazu machen wir eine Legendretransformation

J =F+ uN, wobei N = N(up)



Durch einer direkten Rechnung findet man:
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daher N(p) = )\lg ™57 . Damit erhalten wir
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9. Maxwell- und Kreisrelationen

Fiir drei beliebige Gréflen a, b und c gilt im Allgemeinen die Eulersche Kreisrelation
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(a) Leiten Sie die Eulersche Kreisrelation aus den Eigenschaften der Jacobi-Determinante her.
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(b) Zeigen Sie mit Hilfe der Maxwellrelationen und der Kreisrelation fiir S, 7' und p, dass fiir einen

reversiblen, isentropen Prozess in einem idealen Gas

Capms
o)s Cp
gilt.

Die Kreisrelation lautet
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Isobar:
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—0Q = CpdT
reversibel:
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dS = @, somit ist (85) = %’ .
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Aus der Vorlesung (oder mithilfe des Guggenheim-Quadrats) bekommen wir die Maxwell-Relation

(), =~ (ar),

(16)



Fiir das ideale Gas gilt mit pV = NkgT
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Daraus folgt (%—Z)S = Clp

(¢) Berechnen Sie die Ableitung (%)p fiir ein van der Waals Gas mit Zustandsgleichung
kT
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Wieso ist hier die Kreisrelation besonders niitzlich?

Die Kreisrelation kann umgeschrieben werden in
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Kreisrelation ist niitzlich da sonst die Zustandsgleichung invertiert werden miisste (kubische Glei-

Kreuze fiir: 7(a)+(b), 7(c), 7(d), 8, 9(a), 9(b)+(c)



