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17 Gibbs Paradoxon

Ohne den Faktor 1/N'! fiir ununterscheidbare Teilchen lautet das Phasenraumvolumen fiir H (g, p) <
E im idealen Gas mit N Teilchen im Volumen V'

o) - VY (2rmE)*%

B3N (3N/2)!

Der verbleibende Term (3N /2)! kommt von der Gamma-Funktion fiir das Volumen der 3N di-
mensionalen Kugel und NV sei gerade. Zeigen Sie, dass mit obigem Phasenraumvolumen folgender
Prozess eine nichtverschwindende Entropiednderung hat: zwei isolierte Teilsysteme mit dem glei-
chen Gasund E = FE5, V; = V5, Ny = N5 werden miteinander verbunden und kénnen sich mischen.
Das Gesamtsystem bleibt isoliert.

18 e-Ink

Wir betrachten eine e-Ink Anzeige bestehend aus N kleinen Kugeln. Eine Hilfte jeder Kugel ist
schwarz, die andere weif. Jede Kugel sei ein unverschiebbarer aber frei drehbarer elektrischer
Dipol mit Dipolmoment dyq, in einem externen elektrischen Feld Eyz. Wir nehmen an, dass die
Hamiltonfunktion nur von den Richtungsvektoren der Dipole g, abhingt:

N
H(q) = —Eody Y. 2+G,  mit ¢ = (G1,...,q4n) und |gn| = 1.

n=1

Die Abhéngigkeit von den Drehimpulsen vernachléssigen wir, da wir nur an konfigurationsabhén-
gigen Erwartungswerten A(g) interessiert sind.

(a) Zeigen Sie, dass die kanonische Zustandssumme iiber den Konfigurationsraum gegeben ist
durch

(47r sinh(ﬂE0d0)>N

N
Z(B, Eo, N) = fd?’Nq [ 16 (gl - 1) exp{-BH (@)} = ( =55+

n=1
Warum fehlt der Faktor 1/N! in der Zustandssumme?

(b) Um einen beliebigen konfigurationsabéngigen Ensemble-Erwartungswert

1
<A>: Z(ﬁ7E07N)

N
J#¥a T8 (el - 1) (@) exol-5H(@)

n=1
zu berechnen, kénnen wir eine parametrisierte Hamiltonfunktion einfiihren H)(q) = H(q) +
AA(q) mit dem frei wihlbaren Parameter \. Zeigen Sie, dass der Erwartungswert (A) dann
mit Hilfe der A-parametrisierten Zustandssumme Zy (3, Eg, N) fiir diese Hamiltonfunktion
durch
_l alog(Zk(ﬂa EOa N))

4= B o

A=0
gefunden werden kann.

(¢) Benutzen Sie die Methode aus (b) um den Erwartungswert der durchschnittlichen Ausrich-
tung in z-Richtung, {z), mit z(¢q) = >}, £-§,/N zu finden, der angibt, wie schwarz oder weif;

die Pixel wirklich sind, wenn sie mit der elektrischen Feldstdrke +F, angesteuert werden.
Zeigen Sie (z) = coth (8Eydy) — (BEodp)~* und skizzieren Sie () als Funktion von 8Eqydy.
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19 Atome in einer R6hre

In einer engen Rohre der Lange L sind N gleiche Atome der Masse m eingesperrt. Unter Vernachlés-
sigung der Ausdehnung der Atome im Vergleich zur Lange der Rohre lautet die Hamiltonfunktion
H(q,p) = Zﬁlep%/Qm mit p = (p1,...,pn) und ¢ = (¢1,...,9n). Die Atome kénnen sich nur
in einer Dimension entlang der Rohrenachse bewegen und nicht Platz tauschen. Sie sind in einer
festen Ordnung 0 < ¢; < g2 < ... < gy < L und daher wohlunterscheidbar.

d?q fiir den Fall N = 2 und zeigen Sie
anhand der Skizze, dass das Integral dquivalent ist zu §3° dqy Sé dgo oder Sé dg: S; dgs.

(a) Skizzieren Sie den Integrationsbereich von §; <a1<qa<L

(b) Zeigen Sie, dass sich fiir die Atome in der Rohre folgende kanonische Zustandssumme ergibt

268 = 3 [0 [“ a0 [ i [ dvexni- (0.0 = 1 (/2R

also die gleiche wie fiir das eindimensionale ideale Gas aus ununterscheidbaren Teilchen, die
frei Platz tauschen konnen. .
Hinweis: Berechnen Sie das Integral 882 dqy 33 dgs ... SO dqy von links nach rechts.

20 Magnetische Kugeln

Wir betrachten NV = 4 ununterscheidbare magnetische Kugeln auf V' = 4 Feldern. Die Position der
n-ten Kugel sei vollstandig durch die Angabe der Feldnummer g, € {1,...,4} bestimmt und wir
vernachlassigen deren Impulsbeitrage. Bis zu 4 Kugeln konnen jedoch das gleiche Feld besetzten
und einen magnetisch verbundenen Cluster bilden. Jedes verbundene Paar von Kugeln hat die
Bindungsenergie U. Die Hamiltonfunktion ist diskret und lautet

—1

N
H(g)=-U ),

N
Z Oqnam mit ¢ = (q1,...,qn),qn €{1,...,V}
=1 m=n+1

3

und dem Kronecker-Delta d;; = 1 fiir ¢ = j und 0 sonst.

(a) Skizzieren Sie alle 5 Moglichkeiten, die Kugeln in Cluster einzuteilen und finden Sie zu jeder
davon die Anzahl der méglichen Anordnungen, diese Cluster von Kugeln auf die Felder zu
verteilen.

(b) Werten Sie die Hamiltonfunktion fiir jede der 5 Moglichkeiten aus und zeigen Sie damit,
dass die kanonische Zustandssumme iiber den Konfigurationsraum als Funktion von £ = gU
gegeben ist durch 4e% 4+ 12e3¢ + 625 + 12 + 1.

(c) Zeigen Sie, dass der Erwartungswert der Anzahl an besetzten Feldern (B) mit

V. N
Blg) =V =Y [101 =6,

gegeben ist durch (4e% + 24e3¢ + 12e%¢ + 36eS + 4)/Z(&). Skizzieren Sie die Funktion und
finden Sie den Grenzwert verschwindender magnetischer Bindung U — 0.

Formelsammlung:

T 2m
stq i(ql—1) = J dﬂf dp sin (Integral iiber die Einheitssphére)
0 0



