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Statistische Physik I — Plenum 1
(Plenum: Do. 16.03.2023)

1. Stirling Formel:
Betrachten Sie die Darstellung der Fakultét n! als Spezialfall der Gamma-Funktion, d.h.,
n!l=Tn+1) = / x"e " dx.
0
(a) Skizzieren Sie den Verlauf des Integranden f(z) = z™e™ " fiir grof3e n.

Losung: Der Integrand f(z) = z™e~* (rote durchgezogene Linie) und seine Gauische

Approximation (n/ e)re(@=n)?/(2n) (griine gestrichelte Linie) fiir n = 25.
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Der Integrand f(z) = a"e™” (rote durchgezogene Linie) und seine Gaufische Ap-

proximation (n/ e)ne~(@=n)?*/(2n) (griine gestrichelte Linie) fiir n = 50.
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(b)

(©)

(d)

Schreiben Sie den Integranden als Exponentialfunktion, f(z) = ¢9*), und entwick-

eln Sie den Exponenten g(x) um sein Maximum.
Losung:

g(z) = log(f(x)) = log(x”e_z) = log(z"™) + log(e ") = nlog(z) — x

dg n
R |
ox T
P9 __n
or2 x2

Die erste Ableitung ist O fiir + = n. Dort ist die zweite Ableitung negativ (—1/n),

daher ist dies das Maximum von g(z) und von f(x). Taylor-Entwicklung ergibt also

oo

1 0Mg(x m
g(x)‘x':n = Z % 837"(” ) (‘T - TL)
m=0 T=n
dg(x 1 0%g(z .
= g(n) + % B (:U—n)+§ 896(2) (z —n)* + O((z —n)?)
r=n r=n
=0 —1/n
1 2
~ nlog(n) — n — 2—(1’—71) ,
n

wobei O(z) eine Grofe ist, fiir die der Grenzwert lim,_,o O(x)/x beschrankt ist.

Leiten Sie daraus die Stirling Formel

fur grofSe n her.

Losung: Mit der obigen Taylor-Entwicklung ist

F(z) = 9@ o nlos(m—n=gi(@=n)? _ ngng=(e=n)*/(2n)

Somit ist
n! = F(’Il —+ ].) = / e T dr ~ nnefn\/ ef(z*”)z/(?ﬂ) dzx.
0 0

Die Bedingung n >> 1 fiihrt dazu, dass fiir z < 0 der Integrand e~ (*=")°/(27) ~ ¢
erfillt. Daher kénnen die Integrationsgrenzen erweitert werden, sodass tiber die

gesamte reelle Achse integriert wird, d.h.,

n! ~ n"efn/ e~ @=m?/Cn) g0 — \forp (E)n .
o e

Begriinden Sie die weitere Ndherung
log(n!) = nlog(n) —n

anhand eines konkreten Zahlenbeispiels.
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Losung: Da fiir groBe n gilt log(y/n) < n konnen wir weiter ndhern
ny\”" n\"
1) ~ _ = _
log(n!) = log [\/ 2n (e) } log (\/ 27m) + log [( e) }
~ nlog(n) — nlog(e) = nlog(n) —n.
So erhélt man z.B. fiir n = 1000 den Wert log (v/271000 ) ~ 4.37 und

10001og(1000) — 1000 ~ 5907.8,

und da log(1000!) =~ 5912.1 ist auch die weitere Naherung gut.

2. Stirling-Wirmepumpe:
Betrachten Sie einen Kreisprozess (Stirling-Zyklus), bei dem ein ideales Gas, ausgehend
von einem Gleichgewichtszustand mit Temperatur 7} und Volumen V3, folgende Schritte
durchléuft:

(i) Isotherme Kompression (gekoppelt an Warmebad mit Temperatur 77),

(if) Isochore Abkiihlung (bei Volumen V3) durch Kopplung an Warmebad mit Temper-
atur T, < T,

(iii) Isotherme Expansion (gekoppelt an Warmebad mit Temperatur 73),

(iv) Isochore Erwdrmung durch Kopplung an Warmebad mit Temperatur 77.
Die Zahl N der Atome im Gas bleibt konstant.

(a) Skizzieren Sie den Kreisprozess im p-V und T-S Diagramm und geben Sie (ohne
Rechnung) das Vorzeichen der in jedem Schritt am System geleisteten Arbeit AW
(j=1iiiiiiv) und der in jedem Schritt vom System aufgenommenen Warmemenge
AQ); an.

Losung: Fiir die Skizze im p-V Diagramm brauchen wir vorerst nur die thermische
Zustandsgleichung pV' = NkgT . Ausgehend von dieser Gleichung betrachten wir

nun die einzelnen Schritte des Kreisprozesses:

(i) Isotherme Kompression: Die Temperatur wird konstant gehalten, 7' = T}, die
Kompression reduziert das Volumen von V' = Vj auf V. = V5 < Vj. Laut der
thermischen Zustandsgleichung haven wir p(V) = %, d.h., dieser Prozess
wird im p-V Diagramm als Hyperbelsegment dargestellt, dessen Anfangspunkt

(Vi,p1 = Lﬁ}iﬂ ) und Endpunkt (Vz, p} = L‘"};T' ).

Das Vorzeichen der Arbeit in diesem Schritt is positiv, AW(;) > 0, da durch
die Kompression Arbeit am System geleistet wird. Um dabei die Temperatur
konstant zu halten, muss Warme an die Umgebung abgegeben werden, d.h., in

diesem Schritt ist AS(;) < 0 und die vom System aufgenommene Warme ist
AQ(i) < 0.
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Isochore Abkiithlung: Volumen bleibt konstant bei V' = V5 (Isochoren sind ver-
tikale Linien im p-V Diagramm), durch Kopplung an Warmebad mit Temper-

atur T' = T, < T sinkt der Druck von pj auf py = %]?ZT?

Bei isochorer Abkiihlung ist AW;;) = 0 und die Temperatur kann sich also nur
durch Abgabe von Wérme verringern. D.h. in diesem Schritt ist AT(;;) < 0,
AS(ii) < 0und AQ(U) < 0.

Isotherme Expansion: Bei konstanter Temperatur 7' = 7, wird das Volumen
von V =V, wieder auf V = V; > V; erhoht. Die Kurve entspricht wieder einem
Hyperbelsegment, diesmal mit Anfangspunkt (Va, ps = %‘32712) und Endpunkt

(Vi,p3 = Mhpt2),

Bei der isothermen Expansion leistet nun das System Arbeit, das Vorzeichen der
Arbeit in diesem Schritt ist negativ, AW ;) < 0, aber um die Temperatur kon-

stant zu halten, steigt die Entropie, AS(j;;) > 0, und Warme wird aufgenommen,
AQ(iii) > 0.

Isochore Erwdrmung: Das Volumen wird wieder konstant gehalten bei V' = V;

(vertikale Linie im p-V Diagramm), durch Kopplung an Warmebad mit Temper-

atur T = T7 > T, wird das Gas erwédrmt, der Druck steigt von p; = \’\%1 auf
Da es sich wieder um einen isochoren Prozess handelt, gilt AW(;,) = 0 und die

Temperatur kann sich also nur durch Aufnahme von Warme erhohen. D.h. in
diesem Schritt ist AT(;,) > 0, AS(5y) > 0und AQ;y) > 0.

Der qualitative Verlauf der Linien im 7-S Diagramm kann aus den obigen Uber-

legungen schon erkannt werden. Die Isothermen (i) und (iii) sind hier durch hori-

zontale Linien dargestellt, die exakte Form der Isochoren (ii) und (iv) (welche fiir die

Skizze nicht unbedingt benotigt wird) erhilt man aus

5 vV (E\?

}

zusammen mit der kalorischen Zustandsgleichung £ = 3NkgT.
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(b) Berechnen Sie fiir jeden der Schritte j=i,ii,iii,iv die vom System geleistete Arbeit AW;

S1 :kBN{;+log

SQZkBN{;+IOg

und die vom System aufgenommene Warme AQ); als Funktionen der Temperaturen
und Volumina der jeweiligen Anfangs- und Endzustinde. Benutzen Sie dazu die

thermische und kalorische Zustandsgleichung.

Losung:
Isotherme Kompression: Wir verwenden den Ausdruck fiir die Kompressionsarbeit

und setzen die thermische Zustandsgleichung ein,

Ve V2 NkpT
AW(i) = 7/ pdV = —/ 5 ! dV = NkgT, log(Vl/Vg) >0,
JVy JV;

und da die Energie des Gases gleich bleibt bei 7' = T = const., gilt
AQu = —AWgy = —NkgTilog(Vi/Vz) < 0.
Isochore Abkiihlung: Da bei V' = V5 = const. keine Arbeit geleistet wird, gilt
AWy = 0,
AQu) = AEg) = —gNkB(T1 -T3) <0,
wobei wir die kalorische Zustandsgleichung E = 3 NkgT verwendet haben.

Isotherme Expansion: Analog zur isothermen Kompression gilt (nur mit anderem
Vorzeichen und bei konstanter Temperatur 7" = 75)

AW(iii) = —NkgTs log(Vl/Vg) <0,

AQ i) = — AWy > 0.
Isochore Erwdarmung: Analog zur isochoren Abkiihlung gilt (nur mit anderem
Vorzeichen)

AWy = 0,
3

AQiv) = AEjy) = 5X/.'L;(Tl —T5) > 0.
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(c) Leiten Sie einen Ausdruck fiir die insgesamt am System geleistete Arbeit W und fiir
die Heizeffektivitit

)
W )

n

her, wobei @); die vom warmen Reservoir (17) ans System tibertragene Warme beze-
ichnet. Interpretieren Sie 5. Vergleichen Sie ! einer Stirling-Warmepumpe, die mit
V1/Va = 10 zwischen zwei Temperaturen 7; = 300 K and 7> = 270 K arbeitet, mit
der direkten Umwandlung von mechanischer oder elektrischer Arbeit in Warme,
= 1.

Losung: Die insgesamte Arbeit pro Zyklus ist
W = AW(I) + AW(ii) + AW(iii) + AW(iV) = N,Z{}B(Tl — Tg) 10g(V1/V2) >0,

d.h., Arbeit muss von aufien geleistet werden.

Wiahrend seines thermischen Kontakts mit dem warmen Reservoir nimmt das Sys-

tem die Warme
3
Q1 = AQu) + AQy) = —NkpTilog(V1/Va) + iNkB(Tl —15)

auf.

Fiur Ty > (Th —T») ist Q1 < 0. Das bedeutet, dass Warme vom System an das warme

Reservoir abgegeben wird.

Die Heizeffektivitit ist dann

H NkBTl log(V1/V2) - %Nk‘B(Tl - Tg)
NkB(Tl - T2) IOg(Vl/‘/g)
. 3 T
T —~Ty 2log(Vi/Va) Th =T

Ui

> 1.

Fiir das angegebene Beispiel ist 'l = 9.35 ~ 10 > 1.

Anmerkung: Abgesehen von der hier vernachldssigten Korrektur er-

3
" 2Tog(Vi/Va)
halten wir den den Kehrwert des Wirkungsgrades eines Carnot-Prozesses, bei dem
Wirme aus dem Reservoir entnommen und reversibel in vom System geleistete Ar-
beit umgewandelt wird, wahrend hier Arbeit am System geleistet wird, um dem

Reservoir Warme zuzufiihren.
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