Bsp.: 9 Stabilitat

(a) Ein beweglicher Kolben trennt ein isoliertes System in zwei anson-
sten isolierte Teilvolumen V] und V5 bei konstantem Gesamtvolu-
men V = V3 +Va. Der Kolben bewegt sich so lange, bis die gesamte
innere Energie ein Minimum erreicht. Zeigen Sie, dass dann die
Driicke in den beiden Teilvolumen gleich sind p = p; = po.

(b) Mechanische Stabilitét garantiert die Existenz eines Minimums in
(1.) fiir beliebige Stoffe in den beiden Teilvolumen. Zeigen Sie,

dass daher die adiabatische Kompressibilitat kg = —% (%)S
N

stets positiv ist.

Losung:

(a)

Die differentielle Form der inneren Energie ist allgemein gegeben durch
dE =TdS — pdV + pdN (1)

Da unsere Systeme isoliert sind gilt dS = % =0 und dN = 0. Auflerdem
interessiert uns die gesamte innere Energie £ = E; + F5 wodurch sich in
unserem Fall folgendes ergibt:

dE = —p1dVy — pedVa = —p1d(V — V) — p2dVa = —p1dV — (p2 — p1)dVa.
(2)

Das Gesamtvolumen bleibt unveréndert (dV = 0), also folgt schliellich

dE = (p1 7p2)d‘/2. (3)
Das Minimum der gesamten inneren Energie erhalten wir durch
dE |
- =1 — 1o =0 4
<dV2>S,N P1— D2 (4)
= p1 =D2. (5)
77.: K§ = —% (%—Z)SN > 0.
Wir wissen, dass V' > 0. Daher bleibt zu beweisen
ov ?
() <0. (6)
) s N
Aus der differentiellen Form der inneren Energie wissen wir:
oF
e () (7)
v SN



Einsetzen in GL.(6) liefert

—1 —1
o*U ?
(3‘/> _ (319) __ <2> Zo. (8)
op SN oV S,N v S,N
Laut Angabe garantiert mechanische Stabilitdt die Existenz eines Min-

imums der inneren Energie, weswegen ihre zweite Ableitung positiv ist.
Damit ist G1.(8) bestéitigt und somit auch

ks > 00 (9)



Bsp.: 10 Instabilitdt Die Helmholtz Freie Energie des van der Waals
Gases ist gegeben durch

. N 2
F(T,V,N) = —kpTlog <(V bN) ) _aN

NINSN Vv (10)

mit A = 1/v¢T und den Konstanten a, b, c.

(a) Finde die thermische und kalorische Zustandsgleichung abhéngig
von der Temperatur T und der Dichte p = N/V fir grole N,
sodass log(N!) ~ Nlog N — N.

(b) Zeige, dass es Bereiche von Zustanden (T, V, N) gibt, die mecha-
nisch nicht stabil sind und finde deren Grenzen im (T, p)-Diagram.
Was passiert in diesen Bereichen?

Loésung:

(a) Einsetzen von A liefert

F(T,V,N) = —kgT log ((V]\f!N)N(cT)W) - ‘ZTNQ (11)

e kalorisch:
Mit £ =F + TS und

_ BNV
S=- (8F> = ...computer... = kp log ((VbN)(CT)S/2>+3kBN
V,N

aT N! 2
(12)
folgt
— - (V=bN)N 5\ aN?
E=F+4+TS|=—kgTlog (N!(CT) TV
V —bN)N 3kgN
\ Thelog ((N'>(CT)3/2> 4 kB
' (13)
_ 3kgNT aN?
o 2 \%
T
= 3kip V —Vap?
2
e thermisch:
oF kgpT 2
p=— () = ...computer... = —ap (14)
oV ) g 1=bp




(b) Mechanische Stabilitét ist nur gegeben, wenn

1 [(0p dp
KT =~ <8V)T,N > 0, also <6V>T,N <0 (15)

da sonst fiir kleine Volumsschwankungen keine riicktreibende Kraft ex-
istiert. Nach Gl.(4) heifit das

2aN? kgNT

0> Ve T oy 16)
_ 2ap° _ kgpT
V. V(1L—-bp)?
also b2
2ap(1 —
T> 2ap(1 — bp)* (17)

kg

Ein dem mechanisch instabilen Bereiche ist das Modell mit einer einzigen
Phase nicht zutreffend. Ein Teil des Gases wird fliissig und oder fest und
es liegen mindestens 2 Phasen vor. Fiir Isotherme, in denen solche Bere-
iche existieren, liegen also 2 Zweige im P-V-Diagramm vor. Diese beiden
Zweige beschreiben jeweils die fliissige bzw die gasférmigen Phase. Die kri-
tische Temperatur, die oben identifiziert wurde gibt somit fiir gegebenes
p an, ab wann ein Phaseniibergang moglich ist.



Bsp.: 11 Thermische Dissoziation von Wasserstoff Wir mod-
ellieren die Reaktion von molekularem Wasserstoff H2 zu atomaren
Wasserstoff 2 H auf einer eindimensionalen Reihe an Feldern. Schwarze
Felder stellen Wasserstoffatome dar, alle anderen Felder sind weif3. Es
sei eine gerade Anzahl N an Wasserstoffatome auf insgesamt V Feldern
verteilt.

(a) Wie viele Kombinationsmoglichkeiten Qg (V, N) gibt es N Atome
auf V Felder aufzuteilen? Die rechte Seite der Skizze zeigt eine
Moglichkeit fiir den Fall V.= 12, N = 6. Atome diirfen auch
benachbart sein.

(b) Zeige, dass die Anzahl der Kombinationsmoglichkeiten, alle
schwarzen Felder in Paaren vorzufinden, wie auf der linken Seite
skizziert, gegeben ist durch

o= (V) )

Molekiile diirfen auch benachbart sein.

(¢) Die Helmholtz Freien Energien der beiden Phasen seien
.FH2 = —€N/2—kBT10g(QH2(Vv, N)) (19)

und
Fy = —kgTlog(2u(V, N)) (20)

, mit der Bindungsenergie € > 0 von Hs. Zeige, dass fir V >
N > 1 und fir Temperaturen T > die dissoziierte

Phase 2 H stabiler ist.

e
ke (log(5)+1)

Losung:

(a)

Die Frage ist gleich der Frage: Wie viele Moglichkeiten gibt es N Elemente
aus V auszuwéhlen? Antwort:

on(v.m) = () (21)

Wir fiillen zunéchst gedanklich unser Volumen mit unseren N/2 Hy Molekiilen
auf irgendeine erlaubte Art und Weise. Im Anschluss wandeln wir sowohl
unsere Liicken, als auch unsere Molekiile in zwei Arten von Bausteine um.
Das neue Volumen dieser Bausteine ist V =V — N + N/2 = V — N/2
und es gibt N = N/2 Molekiile. Damit reduziert sich die Frage wieder



~

darauf viele Moglichkeiten es gibt N Molekiile auf V Plitze aufzuteilen.
Antwort: VN2
o= (" ) (22)

Zunéchst entwickeln wir die Freie Helmholtz Energien mit der Stirling
Formel:

Fu, = —eN/2 — kgT[(V — N/2)log(V — N/2) — (V — N/2)
— N/2log(N/2) + N/2 (23)
—(V=N)log(V—N)+(V—N)
Fy = —kgT[Vieg(V) -V
— Nlog(N)+ N (24)
— (V= N)log(V —N)+ (V —N)]
Um zu zeigen, dass die dissoziierte Phase stabiler ist, missen wir zeigen,

dass Fy < Fy, gilt. Dazu ermitteln wir die Grenztemperatur ab der das
erfullt ist und nehmen V' > N > 1 an:

Qu — Qu, = Viog(V) — Nlog(N) — (V — N2)log(V — N)
—(V=N/2)log(V — N/2) + N/2log(N/2) + (V — N)log(V — N)

=Vlog(V) — g[log(N) +1log(2)] — (V — N/2)log(V — N/2)

= Vlog (V_Vm> + N/2log (V;]]VV/Q>

vt ()

Die Naherungen sind jeweils Taylorentwicklungen der Logarithmen. Ein-
setzen in G1.(23) und Gl1.(24) liefert:

(25)

2N

Mit der Bedingung Fy — Fu, < 0 erhalten wir aus Gl.(26)ftir die Gren-
ztemperatur

N
P’H—F'H2 %EN/Q—]{JBT? |:1—|—10g <V):| . (26)

€
kp [1 + log (%)] ’
was der Bedingung aus der Angabe entspricht. Somit ist gezeigt, dass

die dissoziierte Phase fiir die Bedingungen, die in der Angabe gefordert
werden, stabiler ist.

T> TGrenz ~ (27)
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12. Phasenraum

Wir betrachten die Bewegung eines Teilchens mit Masse m = 1 in einer Dimension in
einem Modell mit diskreten Zeit-, Orts- und Impulskoordinaten ¢, x,p € Z. Die kinetische
Energie sei T'(p) = p?/2 € R.

(a) Zeige mit vollstandiger Induktion, dass der Abstand zwischen den erlaubten Energien
T(p+1)—T(p) fur p > 0 gegeben ist durch (2p+1)/2 und dass die Anzahl an erlaubten
Energien n im Intervall E < T(p) < E+AF fiir hinreichend grofe E durch 2AE/E
abgeschéatzt werden kann.

(b) Wiederhole obige die Abschatzung unter der Annahme kontinuierlicher Impulse p € R
und zeige, dass dn = dEp(E) mit der Zustandsdichte p(E) = [ dpd(T(p) — E).

(c) Zeige, dass die Zustandsdichte p(E) = [ dpd(T(p) — E) der erlaubten Energien des
Teilchen auf einem dreidimensionalen kubischen Gitter durch 47v/2E gegeben ist.

Hinweis: Vereinfachung des Dirac-Delta d(g(z)); z¢ ist die Nullstelle der Funktion g(z) = 0
im Integrationsbereich [

/ dx f(x Z | (12.1)
g
(a) Wir beginnen unseren Induktionsprozess folgendermafien:
1
¥ =0]T(1)-T(0) = 5,
/ Lo Ly 1
P=p|Tp+1)-T(m) =5 (P +2p+1) - 5p* = S(2p + 1),
2 2 2
1 1 1
P=pt 1| Tp+2)~Tp+1) = (P +dp+4) -5 (PP +2+1) = S (2p+3).

Wir koénnen den letzten Schritt so umformen, dass er folgende Form annimmt:

Lo+ +1). O

1
—-(2p+2+1) = 5

Tp+2)-Th+1) =5

Es sollen nun zusétzlich die Anzahl n an verfiigbaren Energieniveaus p im Intervall £ <
T(p) < E 4+ AE abgeschitzt werden; dazu werden die moglichen Impulswerte p’ und p”
flir die entsprechenden Intervallsgrenzen berechnet:

1
= §p'2 — p/ = +V2F,

1
E+AE=T@)") = 5p”2 = p’ = +,/2(E + AE),

E=T(p)

Dadurch, dass die kinetische Energie quadratisch vom Impuls p abhéngig ist, fithren po-
sitive und negative Impulse zur gleichen kinetischen Energie — jede Energie ist somit fir
alle Impulse (bis auf p = 0) zweifach entartet. Die Anzahl n = p” — p’ der erlaubten
Teilchen-,, Zustédnde“— ausgehend von einem Energieintervall [E, E + AE] — ist somit ei-
gentlich doppelt so groBl, wie das Energieintervall vermuten lésst. Beriicksichtigen wir die
Entartung vorerst nicht, erhalten wir im Limes fiir grofle E:

P =1 = V2E\[1 + AE/E - V2E ~ @<1+) r_j%

Zuziiglich der Entartung (sprich, ein Faktor 2) erhalten wir fiir die Anzahl der moglichen
»Zustiande” also:



Tutorium 3

(b)

AE 2
— 222 AR/ 12.2
n o = (12.2)

Die Zustandsdichte ist gegeben durch die Summe {iber alle moglichen Zustdnde — fiir kleine
Absténde zwischen den Zustédnden kénnen wir die Summe als ein Integral approximieren.
Unter Verwendung der Formel fiir die 6-Funktion in der Angabe (12.1) kénnen wir das In-
tegral als eine Summe tiber die (im Integrationsbereich moglichen) Nullstellen py auflésen.
Wir verwenden fiir die Funktion g(p) in der §-Funktion:

2
gd(p)=p und 0= ;; —EF = p} = V2mE. (12.3)
m
Beide Nullstellen p* und p* liegen im Integrationsbereich; das Integral zur Bestimmung
der eindimensionalen Zustandsdichte p1p(FE) wird also zu:

p(E) = | dpd(T(p) - E) =
1 1
:74—7:

2E  \2E
1
:27:
V2E
_ /2
=%

Die eindimensionale Zustandsdichte ist somit indirekt proportional zu E/2:

2

o®) = /2 (24

Wir sehen hier das gleiche Verhalten wie in (12.2), die Entartung wir hier natiirlich durch
die zweite Nullstelle inkludiert. Die Anzahl der méglichen (jetzt kontinuierlichen) Zustande
in einem Energieintervall der Breite AE (im Falle grofler Energien) ergibt sich aus der
Integration iiber die Zustandsdichte:

E+AFE D) \/7

Wenig iiberraschend erhalten wir das gleiche Ergebnis wir im diskreten Fall.

Betrachten wir den dreidimensionalen Fall, miissen wir die kinetische Energie T'(p) der

folgenden Form verwenden:
1 1
T(p)==p’ ==
(p)=5p" =3
Dieser Ausdruck ist unabhéngig vom Winkel; nach einer Transformation zu Kugelkoordi-
naten; T'(p) — E konnen wir fiir den Impulsradius p also weiterhin die gleichen Nullstellen
pL = £V2F wie im eindimensionalen Fall (12.3) verwenden — allerdings liegt nun p*

nicht mehr im Integrationsbereich. Die Zustandsdichte wird somit zu:
o0
pan(E) = [ a2 [~ dpp*s(T(p) - E) =
1

= 4ﬂ(\/ﬁ)2ﬁ =

=4nV2E.

Die dreidimensionale Zustandsdichte psp(E) der Angabe stimmt offensichtlich mit dem
hier erhaltenen Ergebnis iiberein; es gilt:

p°.
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p3p(E) = 47V2E (12.5)

Fiir den zweidimensionalen Fall berechnen wir die Zustandsdichte dquivalent zu psp(E),
wobei wir hier in Polarkoordinaten transformieren miissen:

pon(E) = [do | " dpp?s(T(p) — B) =
1
=27 QEE =

= 2.

Wir finden daher eine konstante, zweidimensionale Zustandsdichte pop(E) vor:

p2p(E) =27 (12.6)



