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Lösung zum Test - 28.6.2019

1. Gas im Schwerefeld mit homogener Dichte (12 Punkte)

Betrachten Sie ein Gas aus 𝑁 Teilchen der Masse 𝑚 in einem Zylinder mit Radius 𝑅 und Höhe
𝐻. Entlang der Zylinderachse (𝑧-Achse) wirkt das Schwerefeld 𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚𝑔𝑧. Zwischen
Boden und Deckel des Zylinders herrscht eine (kleine) Temperaturdifferenz ∆𝑇 , die so gewählt
wird, dass sich eine homogene Dichte 𝑛0 ergibt.

(a) (3 Punkte) Wie lautet die lokale Gleichgewichtsverteilung 𝑓
(0)
1 (𝑧,p) des Gases?

Lösung:

Das allgemeine lokale Gleichgewicht ist gegeben durch
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Im hier betrachteten Fall verschwindet die Strömungsgeschwindigkeit u(r, 𝑡) = 0, die
Dichte ist homogen 𝑛(r, 𝑡) = 𝑛0 und der Temperaturverlauf ist stationär 𝛽(r, 𝑡) = 𝛽(𝑧).
Damit ergibt sich im vorliegenden Fall
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(b) (6 Punkte) Im Gleichgewicht verschwindet die mittlere Driftgeschwindigkeit ⟨𝑣𝑧⟩ = 0.
Berechnen Sie mit der Relaxationszeitnäherung den Temperaturgradienten 𝑑𝑇

𝑑𝑧
im Gas.

Hinweis: Für die Mittelwerte über 𝑓 (0)
1 gilt ⟨𝑝2𝑧⟩0 = 𝑛0𝑚𝑘𝐵𝑇 und ⟨p2𝑝2𝑧⟩0 = 5𝑛0(𝑚𝑘𝐵𝑇 )2.

Lösung:

Innerhalb der Relaxationszeitnäherung lässt sich die 1-Teilchen Verteilungsfunktion ap-
proximieren durch
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Im Gleichgewicht verschwindet der Teilchenstrom 𝑗𝑧 = 𝑛0⟨𝑣𝑧⟩. Dies führt auf
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(c) (3 Punkte) Zeigen Sie für ein ideales Gas, dass die resultierende Kraft 𝐹 , die das Gas
auf den Zylinder ausübt, gegeben ist durch 𝐹 = 𝑁𝑚𝑔.
Hinweis: Denken Sie einfach und verwenden Sie die thermische Zustandsgleichung.

Lösung:

Die resultierende Kraft auf den Zylinder ist 𝐹 = 𝜋𝑅2(𝑃𝐵 − 𝑃𝐷), wobei 𝑃𝐵 den Druck
auf den Boden und 𝑃𝐷 den Druck auf den Deckel des Zylinders bezeichnet. Mit der
thermischen Zustandsgleichung 𝑃 = 𝑛0𝑘𝐵𝑇 ergibt sich weiter

𝐹 = 𝜋𝑅2𝑛0𝑘𝐵(𝑇𝐵 − 𝑇𝐷) = 𝑁𝑘𝐵
𝑇𝐵 − 𝑇𝐷

𝐻
= −𝑁𝑘𝐵

𝑑𝑇

𝑑𝑧
= 𝑁𝑚𝑔.

In konsistenter Weise entspricht dies genau der Gewichtskraft aller 𝑁 Teilchen.

2. Wärmerauschen im Stromkreis mit Spule (14 Punkte)

Betrachten Sie einen Stromkreis bestehend aus einer Spule mit Induktivität 𝐿 und einem Wi-
derstand𝑅 bei Temperatur 𝑇 . Durch die thermischen Spannungsfluktuationen amWiderstand
wird im Stromkreis ein Strom 𝐽(𝑡) induziert, der durch die stochastische Differentialgleichung

𝐿
𝑑
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√︀
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beschrieben werden kann, wobei die stochastische Variable 𝜉(𝑡) ungerichtet ⟨𝜉(𝑡)⟩ = 0, unkor-
reliert ⟨𝜉(𝑡)𝜉(𝑡′)⟩ = 𝛿(𝑡− 𝑡′) und normalverteilt ist.

(a) (5 Punkte) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung 𝑤∞(𝐽) im Gleichgewicht,
indem Sie die zugehörige (stationäre) Fokker-Planck-Gleichung lösen.

Lösung:

Die zugehörige (stationäre) Fokker-Planck-Gleichung für die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung 𝑤∞(𝐽) ist gegeben durch
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Mit 𝜎2 = 𝑘𝐵𝑇
𝐿

folgt für die stationäre Lösung 𝑤∞(𝐽) die Gleichung
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deren (normierte) Lösung gegeben ist durch
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(b) (3 Punkte) Wie groß ist im Gleichgewicht, die mittlere in der Spule gespeicherte Energie

⟨𝐸S⟩ =
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2
.

Lösung:

Im Gleichgewicht gilt
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(c) (6 Punkte) Berechnen Sie die spektrale Leistungsdichte 𝐶𝐽𝐽(𝜔) der Stromfluktuationen
und bestimmen Sie daraus die Impedanz 𝑍(𝜔) des gesamten Stromkreises mithilfe der
Green-Kubo-Formel

1

𝑍(𝜔)
=

1

𝑘𝐵𝑇

∫︁ ∞

0

𝑒𝑖𝜔𝑡⟨𝐽(0)𝐽(𝑡)⟩ 𝑑𝑡.

Lösung:

Verwendet man die Definition der abgeschnittenen Fourier-Transformation

𝐽𝑇 (𝜔) =

∫︁
𝑇

𝐽(𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

und betrachtet das Betragsquadrat, folgt aus der stochastischen Differentialgleichung(︁
𝐿2𝜔2 + 𝑅2

)︁
|𝐽𝑇 (𝜔)|2 = 2𝑅𝑘𝐵𝑇 |𝜉𝑇 (𝜔)|2.

Der Zusammenhang zwischen 𝐶𝐽𝐽(𝜔) und 𝐶𝜉𝜉(𝜔) lässt sich mit dem Wiener-Chintschin-
Theorem herstellen
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und durch einsetzen in die Green-Kubo-Formel
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Die Impedanz ist also gegeben durch 𝑍(𝜔) = 𝑅− 𝑖𝜔𝐿.
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