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Losung zum Test - 28.6.2019
1. Gas im Schwerefeld mit homogener Dichte (12 Punkte)

Betrachten Sie ein Gas aus N Teilchen der Masse m in einem Zylinder mit Radius R und Hoéhe
H. Entlang der Zylinderachse (z-Achse) wirkt das Schwerefeld V(x,y, z) = mgz. Zwischen
Boden und Deckel des Zylinders herrscht eine (kleine) Temperaturdifferenz AT, die so gewéhlt
wird, dass sich eine homogene Dichte ny ergibt.

(a) (3 Punkte) Wie lautet die lokale Gleichgewichtsverteilung f(” (z,p) des Gases?
Losung:

Das allgemeine lokale Gleichgewicht ist gegeben durch
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Im hier betrachteten Fall verschwindet die Stromungsgeschwindigkeit u(r,¢) = 0, die
Dichte ist homogen n(r,t) = ng und der Temperaturverlauf ist stationér 3(r,t) = f(z).
Damit ergibt sich im vorliegenden Fall
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(b) (6 Punkte) Im Gleichgewicht verschwindet die mittlere Driftgeschwindigkeit (v,) = 0.
Berechnen Sie mit der Relaxatlonszeltnaherung den Temperaturgradienten 4= < im Gas.

Hinweis: Fiir die Mittelwerte iiber f(* gilt (p*)o = nomkgT und (p?p*)o = 5no(mkpT)>.
Losung:

Innerhalb der Relaxationszeitndherung léasst sich die 1-Teilchen Verteilungsfunktion ap-
proximieren durch
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Im Gleichgewicht verschwindet der Teilchenstrom j, = ng(v,). Dies fiihrt auf
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(c) (3 Punkte) Zeigen Sie fiir ein ideales Gas, dass die resultierende Kraft F, die das Gas
auf den Zylinder ausiibt, gegeben ist durch F' = Nmg.
Hinweis: Denken Sie einfach und verwenden Sie die thermische Zustandsgleichung.
Losung:

Die resultierende Kraft auf den Zylinder ist F' = 7TR2(PB — Pp), wobei Pg den Druck
auf den Boden und Pp den Druck auf den Deckel des Zylinders bezeichnet. Mit der
thermischen Zustandsgleichung P = ngkgT ergibt sich weiter

Ty —T dT
F = 7 R?nokp(Ts — Tp) = ng% = —Nkp—— = Nmg.
z

In konsistenter Weise entspricht dies genau der Gewichtskraft aller N Teilchen.

2. Warmerauschen im Stromkreis mit Spule (14 Punkte)

Betrachten Sie einen Stromkreis bestehend aus einer Spule mit Induktivitat L und einem Wi-
derstand R bei Temperatur 7". Durch die thermischen Spannungsfluktuationen am Widerstand
wird im Stromkreis ein Strom J(¢) induziert, der durch die stochastische Differentialgleichung

L%J(t) + RJ(t) = \/2RksT £(t)

beschrieben werden kann, wobei die stochastische Variable £(t) ungerichtet (£(¢)) = 0, unkor-
reliert (£(¢)&(t')) = 6(t — t') und normalverteilt ist.

(a) (b Punkte) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung we(J) im Gleichgewicht,
indem Sie die zugehérige (stationdre) Fokker-Planck-Gleichung 16sen.
Losung:

Die zugehorige (stationére) Fokker-Planck-Gleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung wo(J) ist gegeben durch
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Mit 0% = kBTT folgt fiir die stationdre Losung we(J) die Gleichung
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deren (normierte) Losung gegeben ist durch
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(b) (3 Punkte) Wie grofs ist im Gleichgewicht, die mittlere in der Spule gespeicherte Energie
L{J*(t
g = S0
Losung:

Im Gleichgewicht gilt

(Fs) = §<J2(t)> - g/ Pun(1)d] = = 2L
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(¢) (6 Punkte) Berechnen Sie die spektrale Leistungsdichte C'j;(w) der Stromfluktuationen
und bestimmen Sie daraus die Impedanz Z(w) des gesamten Stromkreises mithilfe der

Green-Kubo-Formel ) 1 o
- st t)) dt.
7 " T )y (J(0)J(t))

Losung:

Verwendet man die Definition der abgeschnittenen Fourier-Transformation

Jr(w) = / J(t)e™tdt
T
und betrachtet das Betragsquadrat, folgt aus der stochastischen Differentialgleichung
(L%ﬂ + R2> T (W)[? = 2RkpT |Ex(w)2.

Der Zusammenhang zwischen Cy;(w) und Cee(w) lisst sich mit dem Wiener-Chintschin-
Theorem herstellen
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wobei Cee(w) = 1 verwendet wurde. Durch Riicktransformation erhilt man
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und durch einsetzen in die Green-Kubo-Formel
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Die Impedanz ist also gegeben durch Z(w) = R —iwL.

Niitzliche Formeln
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