Statistik 142.090/SS2016 1. Priifung 30.6.2016
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Matrikel-/Kennnummer: ................. [ Punkte: ..... Note: .....

Notenschliissel: 0-18 =5 o 1923 =4 e 24-28=3 e 29-33 =2 e 34-38=1

1. In einem Experiment wird der Transversalimpuls pr = |/p2 + pg eines Teilchens gemessen mit
pr = 2.07GeV/c und o[pr] = 0.024 GeV/c. Unabhiingig davon wird der Longitudinalimpuls p,
gemessen mit p, = 6.13GeV/c und o[p,] = 0.082 GeV/c. Berechnen Sie den Standardfehler o[p]

des Impulses p = 4/ p% + p? mit linearer Fehlerfortpflanzung.
Anmerkung: GeV /c ist eine in der Teilchenphysik iibliche Einheit des Impulses.

®» Ergebnis: o[p| ~ (5P)
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2. Eine Stichprobe vom Umfang n = 200 stammt aus der Verteilung mit der Dichte

—2?), — x
f(x)—{k(l ), —1<z<1

0, sonst
Bestimmen Sie

(a) die Normierungskonstante k

» Ergebnis: k£ =

(b) die Standardabweichung des Stichprobenmittels

®» Ergebnis: o[z] =

(c) die Standardabweichung des Stichprobenmedians (asymptotischer Wert).

» Ergebnis: o[Z] ~

1

Hinweis: Die Varianz der Verteilung ist gleich / 22 f(x) d.
~1
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3. Eine Messreihe der Liange n = 75 stammt aus einer Exponentialverteilung mit unbekanntem
Mittelwert 7. Die Summe aller Messwerte ist gleich T' = 103.4.
(a) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schétzwert 7 von 7.

» Ergebnis: 7 = (1P)

(b) Geben Sie den Standardfehler Threr Schitzung an.

®» Ergebnis: o[7] = (1P)

(c) Bestimmen Sie das linksseitige 99%-Konfidenzintervall [0, ¢ fiir den unbekannten Wert 7.

» Ergebnis: ¢ = (2P)
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4. Eine Stichprobe z1,...,x, stammt aus einer Paretoverteilung mit der Dichte

pcP
f@)= ", x2e>0

¢ wird als bekannt vorausgesetzt. Bestimmen Sie
(a) den ML-Schétzer p von p

» Ergebnis: p = (3P) ___

(b) die Fisher-Information der Stichprobe beziiglich p

» Ergebnis: [, = (2P)

Hinweis: Die Fisher-Information ist der Erwartungswert der negativen zweiten Ableitung

der Log-Likelihoodfunktion nach p.

(c) die ungefihre Standardabweichung von p fiir groles n.

» Ergebnis: o[p] ~ (1P)

Hinweis: Die Varianz von p ist asymptotisch gleich der inversen Fisherinformation.
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5. Eine Messreihe der Liange n = 100 stammt aus einer Normalverteilung mit unbekanntem
Mittelwert ;¢ und unbekannter Varianz o2. Das Stichprobenmittel ist # = 49.27, die
Stichprobenvarianz ist S? = 1.55.

(a) Berechnen Sie das symmetrische 95%-Konfidenzintervall [M;, Ms] fiir den

unbekannten Mittelwert u.

» Ergebnis: [M;, Ms] =

(b) Berechnen Sie das symmetrische 95%-Konfidenzintervall [V;, V53] fiir die

unbekannte Varianz o2.

®» Ergebnis: [V, 5] =

(c) Testen Sie die Nullhypothese Hy : 1 > 50.
Welchen Wert hat die Testgrofle T'7

» Ergebnis: T =

Muss die Nullhypothese verworfen werden, wenn o = 0.057

®» Ergebnis: ja/nein
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6. Eine radioaktive Quelle wird 90 Sekunden lang beobachtet. Es werden insgesamt 881 Zerfille

registriert.

(a) Schitzen Sie die mittlere Zerfallsrate A (in Hz) mit der Maximum-Likelihood-Methode.

®» Ergebnis: \ = (1P)

(b) Geben Sie den Standardfehler Threr Schitzung an.

®» Ergebnis: o[)\] = (1P)

(c) Schitzen Sie die mittlere Wartezeit 7 zwischen zwei Zerféllen (in Sekunden) mit der
Maximum-Likelihood-Methode.

» Ergebnis: 7 = (1P)

(d) Testen Sie mit N&herung durch Normalverteilung die Nullhypothese, dass die mittlere
Zerfallsrate mindestens 10 Hz ist. Geben Sie die Testgrofie 7' und das Quantil ¢ an,
mit dem T verglichen wird (a = 0.05).

» Ergebnis: T = (1P)

» Ergebnis: ¢ = (1P)

(e) Muss die Nullhypothese verworfen werden?

» Ergebnis: ja/nein (1P)
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7. Testen Sie mit dem x2-Test die Hypothese, dass die gruppierten Daten in der Tabelle aus einer
Cauchyverteilung stammen.
Hinweis: Die Dichte der Cauchyverteilung ist f(x) = 1/(7(1 + 22)), die Verteilungsfunktion ist
F(z) =1/2 4 arctan(z)/m.

Gruppe | Anzahl

—o << -3 14
—3<xr< -1 49
-1 <z<0 84
0<x<1 79
1<z<3 54
3<zr <o 20

(a) Berechnen Sie die Testgrofie 7' und das Quantil ¢, mit dem 7T verglichen wird (o = 0.05).

®» Ergebnis: T = (4P)

®» Ergebnis: ¢ = (1P)

(b) Muss die Hypothese verworfen werden?

®» Ergebnis: ja/nein (1P)
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Matrikel-/Kennnummer: ................. [ Punkte: ..... Note: .....

Notenschliissel: 0-18 =5 o 1923 =4 e 24-28=3 e 29-33 =2 e 34-38=1

1. In einem Experiment wird der Transversalimpuls pr = |/p2 + pg eines Teilchens gemessen mit
pr = 2.07GeV/c und o[pr] = 0.024 GeV/c. Unabhiingig davon wird der Longitudinalimpuls p,
gemessen mit p, = 6.13GeV/c und o[p,] = 0.082 GeV/c. Berechnen Sie den Standardfehler o[p]

des Impulses p = 4/ p% + p? mit linearer Fehlerfortpflanzung.
Anmerkung: GeV /c ist eine in der Teilchenphysik iibliche Einheit des Impulses.

®» Ergebnis: o[p| ~ 0.0781 (5P)

2. Eine Stichprobe vom Umfang n = 200 stammt aus der Verteilung mit der Dichte

f(x):{ k(1—2?), —1<z<1

0, sonst
Bestimmen Sie

(a) die Normierungskonstante k

» Ergebnis: k= 0.75 (1P)

(b) die Standardabweichung des Stichprobenmittels

®» Ergebnis: o[z] = 0.0316 (2P)

(c) die Standardabweichung des Stichprobenmedians (asymptotischer Wert).

» Ergebnis: o[z] ~ 0.0471 (2P)

1
Hinweis: Die Varianz der Verteilung ist gleich / 22 f(x) dz.
-1
3. Eine Messreihe der Liange n = 75 stammt aus einer Exponentialverteilung mit unbekanntem
Mittelwert 7. Die Summe aller Messwerte ist gleich T' = 103.4.

(a) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schétzwert 7 von 7.

» Ergebnis: 7 = 1.3787 (1P)

(b) Geben Sie den Standardfehler Threr Schitzung an.
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®» Ergebnis: o[7]| = 0.1592 (1P)

(c) Bestimmen Sie das linksseitige 99%-Konfidenzintervall [0, ¢] fiir den unbekannten Wert 7.

» Ergebnis: ¢ = 1.8355 (2P)

4. Eine Stichprobe z1,...,x, stammt aus einer Paretoverteilung mit der Dichte

_ pe
f(x)_xpﬂ’ x>c>0

¢ wird als bekannt vorausgesetzt. Bestimmen Sie

(a) den ML-Schitzer p von p
n

» Ergebnis: p= —— P
reebnis: p > (Inz; —Inc) (BP)
(b) die Fisher-Information der Stichprobe beziiglich p
» Ergebnis: [, = ]% (2P)

Hinweis: Die Fisher-Information ist der Erwartungswert der negativen zweiten Ableitung

der Log-Likelihoodfunktion nach p.

(c) die ungefihre Standardabweichung von p fiir groles n.

. . p
®» Ergebnis: op|~ —— (1P)
Vvn

Hinweis: Die Varianz von p ist asymptotisch gleich der inversen Fisherinformation.
5. Eine Messreihe der Linge n = 100 stammt aus einer Normalverteilung mit unbekanntem

Mittelwert 4 und unbekannter Varianz 0. Das Stichprobenmittel ist 7 = 49.27, die
Stichprobenvarianz ist S? = 1.55.

(a) Berechnen Sie das symmetrische 95%-Konfidenzintervall [M;, M| fiir den
unbekannten Mittelwert p.
® Ergebnis: [M;, M,] = [49.0230,49.5170] (2P)

(b) Berechnen Sie das symmetrische 95%-Konfidenzintervall [V;, V3] fiir die

unbekannte Varianz o2.

®» Ergebnis: [V1, V5] = [1.1949,2.0917] (2P)

(c) Testen Sie die Nullhypothese Hp : po > 50.
Welchen Wert hat die Testgrofie T'7

®» Ergebnis: T'= —5.8635 (1P)

Muss die Nullhypothese verworfen werden, wenn o = 0.057
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» Ergebnis: ja/nein ja (1P) ___

6. Eine radioaktive Quelle wird 90 Sekunden lang beobachtet. Es werden insgesamt 881 Zerfille
registriert.
(a) Schétzen Sie die mittlere Zerfallsrate A (in Hz) mit der Maximum-Likelihood-Methode.

®» Ergebnis: A = 9.7889 (1P)

(b) Geben Sie den Standardfehler IThrer Schitzung an.

~

®» Ergebnis: o[\] = 0.3298 (1P)

(c) Schétzen Sie die mittlere Wartezeit 7 zwischen zwei Zerféllen (in Sekunden) mit der

Maximum-Likelihood-Methode.
» Ergebnis: 7 = 0.1022 (1P)

(d) Testen Sie mit Ndherung durch Normalverteilung die Nullhypothese, dass die mittlere
Zerfallsrate mindestens 10 Hz ist. Geben Sie die Testgrofle T' und das Quantil g an,
mit dem 7" verglichen wird (a = 0.05).

®» Ergebnis: T'= —0.6333 (1P)

» Ergebnis: ¢ = —1.645 (1P)

(e) Muss die Nullhypothese verworfen werden?

» Ergebnis: ja/nein nein (1P)

7. Testen Sie mit dem y2-Test die Hypothese, dass die gruppierten Daten in der Tabelle aus einer
Cauchyverteilung stammen.
Hinweis: Die Dichte der Cauchyverteilung ist f(x) = 1/(7(1 + 2?)), die Verteilungsfunktion ist
F(z) = 1/2 4 arctan(x) /.

Gruppe | Anzahl

—o << -3 14
—3<r<L—1 49
-1 <z<0 84
0<z<1 79
1<x<3 54
3<zr <o 20

(a) Berechnen Sie die Testgroe 7' und das Quantil ¢, mit dem T verglichen wird (a = 0.05).

» Ergebnis: T'= 16.7814 (4P)

A3L



» Ergebnis: ¢ = 11.0705

(b) Muss die Hypothese verworfen werden?

®» Ergebnis: ja/nein ja
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