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Aufgabe 1 (0.3 Punkte)

Geben Sie fiir die folgenden Schlussfolgerungen die zugrundeliegende Inferenzregel an
und stellen Sie fest, ob diese giiltig ist. Wenn ja, geben Sie unter Verwendung von All-
tagsbegriffen eine weitere Schlussfolgerung an, die derselben Regel folgt. Wenn nein,
modifizieren Sie die Inferenzregel moglichst geringfiigig, um eine giiltige Regel zu er-
halten, und geben Sie dann eine konkrete Schlussfolgerung mit Alltagsbegriffen an, die
dieser Regel entspricht.

(a) Schlangen konnen nicht schwimmen. Anacondas sind gute Schwimmer. Daher ist
keine Schlange eine Anaconda.

(b) Jede Grammatik ist kontextfrei. Alle Grammatiken sind reguldr. Daher ist alles
Kontextfreie regulér.

(c¢) Kein Kind lernt gerne. Alle Schiiler sind Kinder. Daher lernt kein Schiiler gerne.

Losung

(a) Schlangen konnen nicht schwimmen. Inferenzregel: Alle x kdnnen nicht y.
Anacondas sind gute Schwimmer. Alle z kdénnen y.
Keine Schlange ist eine Anaconda. Kein z ist ein z.

Diese Inferenzregel ist giltig. Andere Schlussfolgerung mit derselben Inferenzregel:

Menschen kénnen nicht fliegen.
Vogel konnen fliegen.
Kein Mensch ist ein Vogel.

(b) Jede Grammatik ist kontextfrei. Inferenzregel: Alle x sind y.
Alle Grammatiken sind regulér. Alle z sind z.
Alles Kontextfreie ist regulér. Alle y sind z.



Diese Inferenzregel ist nicht giltig. Als Gegenbeispiel kann folgende Instanz dieser
Inferenzregel dienen; wie es sich fiir ein Gegenbeispiel gehort, sind die Préamissen
wahr, die Konklusion aber falsch.

Alle Katzen sind Vierbeiner.
Alle Katzen sind Fleischfresser.
Alle Vierbeiner sind Fleischfresser.

Vertauscht man die zweite Pramisse mit der Konklusion, erhilt man eine giiltige

Inferenzregel:
Alle x sind y. Beispiel: Mause sind klein.
Alle y sind z. Alles Kleine ist schnell.
Alle z sind z. Maéuse sind schnell.

(c) Kein Kind lernt gerne. Inferenzregel: Kein x macht y.
Alle Schiiler sind Kinder. Alle 7 sind z.
Kein Schiiler lernt gerne. Kein z macht y.

Diese Inferenzregel ist giltig. Andere Schlussfolgerung mit derselben Inferenzregel:

Kein Ball singt.
Fuflbélle sind Balle.
Kein Fuflball singt.

Alternativ kann ,kein“ auch mit ,alle ... nicht“ ausgedriickt werden:

Alle Kinder lernen nicht gerne. Alle x machen nicht y.  Baélle singen nicht.
Alle Schiiler sind Kinder. Alle z sind z. FuBlbélle sind Balle.
Alle Schiiler lernen nicht gerne.  Alle z machen nicht y.  Fufibélle singen nicht.

Aufgabe 2 (0.4 Punkte)

Analysieren Sie die folgenden Satze und identifizieren Sie ihre logische Struktur sowie
die Elementaraussagen.

(a) Dein Turm ist groB, aber besonders hoch ist er nicht.
(b) Es schiittet wie aus Kiibeln.

(c) Anna mochte Erdbeer- oder Schokoeis.

(e) Ich kann den Test nur schaffen, wenn ich viel lerne oder ein Wunder geschieht.

)

)

)
(d) Du darfst nicht gleichzeitig essen und reden.

)
(f) Wenn ich 18 bin, dann darf ich endlich Auto fahren.
)

(g) Stefan mochte entweder ein Semester im Ausland studieren oder sogar ein ganzes
Jahr.



(h) ( ] \  Karl Valentin (1882-1948) war ein bayri-
Ich freve mich scher Komiker, Sdnger, Autor und Film-

wenn es regnet, produzent, dessen Humor und Stil bis heu-
denn wenn ich mich te Literatur und Kabarett beeinflusst.
nicht freue,
regnet es auch!
Karl Valentin
-
Losung

(a) Dein Turm ist grofs, aber besonders hoch ist er nicht.
A ... Der Turm ist grof.
B ... Der Turm ist hoch.
Struktur: A und nicht B.
Formel: AA—-B

(b) Es schiittet wie aus Kiibeln.
A ... Es schiittet wie aus Kiibeln.
Struktur: A.
Formel: A

(¢) Anna mdchte Erdbeer- oder Schokoeis.
A ... Anna mochte Erdbeereis.
B ... Anna mochte Schokoeis.
Struktur: A oder B.
Formel: AV B

(d) Du darfst nicht gleichzeitig essen und reden.
A ... Du darfst essen.
B ... Du darfst reden.
Struktur: A nicht gleichzeitig mit B.
Oder: Entweder nicht A oder nicht B. Formel: =(A A B) oder —AV =B oder A1 B

(e) Ich kann den Test nur schaffen, wenn ich viel lerne oder ein Wunder geschieht.
A ... Ich schaffe den Test.
B ... Ich lerne viel.
C ... Es geschieht ein Wunder.
Struktur: A nur dann, wenn B oder C.
Formel: A D (BV C)

(f) Wenn ich 18 bin, dann darf ich endlich Auto fahren.
A ... Ich bin 18.
B ... Ich darf Auto fahren.

Struktur: Wenn A, dann B.
Formel: A D B



Diese Ubersetzung ist zutreffend, wenn man alle weiteren Bedingungen fiir den re-
gularen Fiihrerschein erfiillt hat und nur noch auf das Erreichen des richtigen Alters
wartet. Durch die Implikation ldsst man die Moglichkeit offen, auf anderem We-
ge fahren zu diirfen, etwa auf Privatgelinde ohne Fiihrerschein oder unter 18 mit
L17-Fiihrerschein.

Ist in der konkreten Situation L17 und Privatgelinde ausgeschlossen, kann man
Aquivalenz verwenden.

Struktur: Wenn A, dann B, und wenn A, dann B.
Formel: A =B

Sind die anderen Bedingungen (wie Fahrstunden und Priifungen) noch nicht erfiillt,
stellt der Satz nur eine notwendige Bedingung fiir den Fiihrerschein fest, es handelt
sich dann um eine umgekehrte Implikation (sofern L17 und Privatgelande keine Rolle
spielt).

Struktur: B nur dann, wenn A.
Formel: B D A oder AC B

Stefan mochte entweder ein Semester im Ausland studieren oder sogar ein ganzes
Jahr.

A ... Stefan macht ein Auslandssemester.

B ... Stefan macht ein Auslandsjahr.

Struktur: Entweder A oder B (ausschliefiendes ,,oder).

Formel: A # B

Diese Formalisierung bedeutet, dass Stefan auf jeden Fall eines von beiden macht,
aber nicht beides. Soll es moglich sein, dass Stefan sowohl ein Auslandssemester als
auch ein Auslansdsjahr macht, so ist A V B passender.

Ich freue mich, wenn es regnet, denn wenn ich mich nicht freue, regnet es auch!
A ... Ich freue mich.

B ... Es regnet.

Struktur: A wenn B, und wenn nicht A dann B.

Formel: (A C B)A(=A D B)

Aufgabe 3 (0.4 Punkte)

(a)

(b)

Zeigen Sie, dass die Menge {and, iff, false} vollstindig ist fiir die Klasse der aussa-
genlogischen Funktionen.

Zeigen Sie, dass die Menge {and,or} nicht vollstandig ist.

Losung

(a)

Wir wissen aus der Vorlesung, dass die Funktionsmenge {and, not} vollsténdig ist.
Es reicht daher zu zeigen, dass die Funktion not durch die Funktionen {and, iff, false}



darstellbar ist. Tatséchlich gilt not(z) = iff(z, false), wie sich durch Auswertung der
beiden Seiten in den zwei moglichen Wahrheitsbelegungen tiberpriifen lésst:

x ‘ not(x) = iff (x,false)
01 0v10 O
1101vo0o1 0

Es geniigt von einer einzigen Funktion zu zeigen, dass sie nicht durch and und or
darstellbar ist. Wir untersuchen, welche einstelligen Funktionen darstellbar sind,
indem wir vom einzigen Argument x ausgehend die beiden Funktionen in beliebiger
Reihenfolge anwenden. Wir stellen fest, dass and(z,z) = x und or(x,z) = z gilt
(Idempotenz). Wir stellen daher folgende Behauptung auf.

Behauptung: Jeder Ausdruck bestehend aus and, or und x ist dquivalent zu x.

Der Beweis erfolgt induktiv nach der Anzahl n der Anwendungen der Funktionen
and bzw. or.

Induktionsanfang n = 0: Der einzige Ausdruck ohne Anwendung von and und or ist
x selber. Dafiir gilt unsere Behauptung.

Induktionshypothese: Unsere Behauptung gelte fiir alle Ausdriicke mit n oder weniger
Anwendungen von and bzw. or.

Induktionsschritt: Wir zeigen, dass unter der Annahme, dass die Induktionshypo-
these zutrifft, unsere Behauptung auch fiir Ausdriicke mit n + 1 Anwendungen von
and bzw. or gilt. Wir haben also einen Ausdruck and(f(x), g(x)) bzw. or(f(z),g(x))
vor uns, bei dem sowohl f als auch g mit n oder weniger Anwendungen von and bzw. or
definiert sind. Laut Hypothese ist jeder der beiden Ausdriicke dquivalent zu x. Wie
wir oben aber festgestellt haben, liefert and(z, x) bzw. or(x, ) mit dem Argument x
wieder nur x.

Da somit die einzigen darstellbaren einstelligen Funktionen dquivalent zu x (iden-
tische Abbildung) sind, ist z.B. die einstellige Funktion not nicht darstellbar. Die
Menge {and, or} ist daher nicht funktional vollstiandig.

Aufgabe 4 (0.3 Punkte)

Sei M die kleinste Menge mit folgenden Eigenschaften:

(ml) {a,b} C M

(m2) Wenn u € M, dann auch *uu € M.

(m3) Wenn u,v € M, dann auch u=v € M.

(a)

Geben Sie die Mengen My, M; und My der stufenweise Konstruktion von M an.
(Siehe die Vorlesungsprésentation vom 7.10.2014, Seite 62.) Die Menge My enthélt
bereits mehr als 60 Elemente; es geniigt, 10 typische Elemente anzugeben.



(b) Zeigen Sie, dass die Zeichenkette *b=+aab=+aa in der Menge M liegt.

(c) Erklaren Sie, warum die Zeichenkette **a=a*a=a nicht in der Menge M liegen kann.

Losung

(a) Mo = {a,b},

My = Mgy U {*aa, *bb, a=a, a=b, b=a, b=b},

My = MjU{**aa*aa, ¥x*bb*bb, *a=aa=a, ¥a=ba=b, *b=ab=a, *b=bb=b,
a=*aa, a=*bb, a=a=a, a=a=b, a=b=a, a=b=Db,
b=xaa, b=*bb, b=a=a, b=a=b, b=b=a, b=b=Db,
*aa=a, *aa=b, *aa=*aa, *aa=*bb, *aa=a=a, *aa=a=b, *aa=b=a, *aa=b=b,
*bb=a, *bb=Db, *bb=*aa, *bb=*bb, *bb=a=a, *bb=a=Db, *bb=b=a, *bb=b=b,
a=a=x*aa, a=a=*bb, a=a=a=a, a=a=a=b, a=a=b=a, a=a=b=b,
a=b=%aa, a=b=%*bb, a=b=a=a, a=b=a=b, a=b=b=a, a=b=b=b,
b=a=%aa, b=a=*bb, b=a=a=a, b=a=a=b, b=a=b=a, b=a=b=b,
b=b=*aa, b=b=*bb, b=b=a=a, b=b=a=b, b=b=b=a, b=b=b=b}

(b) (i)aeM Eigenschaft m1
(ii) Wegen a € M gilt *aa € M. Eigenschaft m2 und Punkt i
(iii) be M Eigenschaft m1
(iv) Wegen b € M und *aa € M gilt b=xaa € M. Eigenschaft m3 und Punkte iii und ii
(v) Wegen b=+aa € M gilt *b=*aab=+aa € M. Eigenschaft m2 und Punkt iv
Die Argumentation lasst sich in strukturierter Form als Beweisbaum darstellen.
ml ac M mril?
beM *aa € M 3
b=*aa € M

xb=aab=*aa € M

Die horizontalen Linien sind als wenn-dann zu lesen, wobei die Pramissen des Schlus-
ses oberhalb und die Konklusion unterhalb der Linie angegeben werden. Neben dem
Strich steht die angewendete Regel. Steht iiber dem Strich nichts, handelt es sich
um ein Faktum, das von keiner Bedingung abhéngig ist.

(¢c) Um zu zeigen, dass ein bestimmtes Wort nicht in der definierten Menge liegt, muss
man eine Eigenschaft finden, die alle Worter in der Menge besitzen, nicht aber das
bestimmte Wort. Fiir die Wahl dieser Eigenschaft gibt es verschiedene Moglichkeiten;
hier zwei davon.

Argumentation tber die Linge der Wérter. Bei der stufenweisen Konstruktion der
gegebenen Menge M besitzen jene Worter in M;, die neu hinzukommen (die also
noch nicht in M;_; vorhanden sind), mindestens die Linge 2i + 1; das lasst sich
mit einem kurzen Induktionsbeweis zeigen. Da das Wort **a=a*a=a die Lénge 9
besitzt, miisste es spétestens ab ¢ = 4 in den stufenweise konstruierten Mengen M;
liegen. Wenn man also M, konstruiert und feststellt, dass das gesuchte Wort nicht
vorkommt, liegt es nicht in M.



Diese Art von Argumentation lésst sich immer dann verwenden, wenn alle Abschluss-
eigenschaften der induktiven Definition zu langeren Wértern fithren. Allerdings kann
es aufwindig sein, alle Worter bis zur benétigten Lénge tatséchlich zu generieren.
Etwa besitzt My in diesem Beispiel bereits 9541 122 Elemente.

Argumentation tber die besondere Form der *-Worter. Wir betrachten das Ende
xa=a des zu untersuchenden Wortes **a=a*a=a. Das Zeichen * kann nur durch die
Figenschaft m2 in ein Wort gelangen. Dann miissen diesem Symbol aber zwei Kopien
eines Wortes u folgen. Fiir v kommt hier nur a in Frage, da a= nach Verdopplung
bereits langer als die drei vorhandenen Zeichen wére. Somit miissen gemafl Eigen-
schaft m2 auf * zwei a folgen, was offenbar nicht der Fall ist. Somit kann **a=a*a=a
(und jedes andere Wort, das mit *a=a endet) nicht in M liegen.

Diese Argumentation ist kurz, allerdings beniitzt sie eine spezielle Eigenschaft der
vorliegenden Menge M und ist nicht auf andere Fille iibertragbar; dort muss eine
andere spezifische Eigenschaft gefunden werden.

Aufgabe 5 (0.3 Punkte)

Sei F' die Formel (=B V ((AA B) = C)).

(a) Zeigen Sie, dass F' syntaktisch korrekt ist.

(b) Werten Sie val;(F) fir I(A) =1, I(B) =1 und I(C) = 0 schrittweise aus.

(c) Verwenden Sie eine Wahrheitstafel um festzustellen, ob die Formel F' giiltig, erfiill-
bar, widerlegbar und/oder unerfillbar ist.

Losung

(a) Laut Vorlesung ist die Menge A der aussagenlogischen Formeln die kleinste Menge,
fiir die gilt:

(al) YVC A

(a2) {T,1}C A

(a3) -F € A, wenn F € A.

(ad) (F+xG)e A, wenn F,.G € Aund x € {A\,1,V,|,=,%,D,C}.
V={AB,C,..., Ay, Ay,...} (aussagenlogische Variablen)

Wir zeigen, dass (=B V ((A A B) = C)) eine aussagenlogische Formel gemafl dieser
Definition ist.

e Die Variablen A, B und C sind Formeln (al).
e Da A und B Formeln sind, ist auch (A A B) eine Formel (a4).
e —B ist eine Formel, da B eine Formel ist (a3).

e Da (A A B) sowie C' Formeln sind, ist auch ((A A B) = C) eine Formel (a4).



e Da —B sowie ((AA B) = C) Formeln sind, ist auch (=B V ((AA B) = C)) eine
Formel (a4).

Die Argumentation lasst sich in strukturierter Form als Beweisbaum darstellen.

AeV =~ BeV |
Bey Ac A BeA  Cev
BGAa13 (ANB)e A CeA
-Be A" (ANB)=C)e A

(-BV((AANB)=C)) e A

1

ad

Die horizontalen Linien sind als wenn-dann zu lesen, wobei die Pramissen des Schlus-
ses oberhalb und die Konklusion unterhalb der Linie angegeben werden. Neben dem
Strich steht die angewendete Regel.

val;(-BV ((AANB) =0)) valy(=B) orval;((AAB) =C)

= notvalr(B) or (val;(A A B) iff val;(C))
= notl or ((val;(A) and val;(B)) iff 0)

0 or ((1 and 1) iff 0)

0 or (1 iff 0)

Oor0

= 0

Die Formel F' ist erfiillbar, da es eine Interpretation I gibt, in der sie wahr ist, etwa
I(A) = I(B) = I(C) = 0. Sie ist auch widerlegbar, da es eine Interpretation I gibt,
in der sie falsch ist, etwa I(A) = 0,1(B) = I(C) = 1. Diese Interpretationen lassen
sich systematisch mittels einer Wahrheitstafel finden:

A B C|-BV(AANB)=C)
1 1 1]0 1 1 1
11 0,0 O 1 0
1 0 1]1 1 0 0
1 0 01 1 0 1
0 1 170 O 0 0
0 1 0]0 1 0 1
0 0 1|1 1 0 0
0 0 01 1 0 1

Die Formel ist weder unerfiillbar noch giiltig.

Aufgabe 6 (0.3 Punkte)

Zeigen Sie, dass die beiden Formeln

(ASB)A(BSC) und (AV-BVC)A(=AV BV -C)A(=AVC)

dquivalent sind, und zwar



(a) mithilfe einer Wahrheitstafel;

(b) durch algebraische Umformungen.

Losung

(a) Wahrheitstafel:

A B Cl(ASBYA(B>C) = (AV-BVC)A(=AVBV-C)A(~AVC)
00 0] 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 v 1 1 1 1
0O 1 0 1 0 0 v 0 0 1 1
0 1 1 1 1 1 v 1 1 1 1
100/ 0 0 1 1 0 1 0
1 0 1 0 0 1 v 1 0 0 1
1 1 0 1 0 0 v 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1 v 1 1 1 1

Da beide Formeln in sémtlichen Wahrheitsbelegungen denselben Wert liefern, sind
sie dquivalent.

(b) Zunéchst einmal eliminieren wir die Implikationen in der ersten Formel:
(ADB)A(BDC)=(mAVB)AN(-BVC(C)
Um zu zeigen, dass diese Formel dquivalent zur anderen Formel ist, gibt es mehrere

Moglichkeiten.
Eine besteht darin, beide Formeln auf eine maximale konjunktive Normalform zu er-
weitern. ,Maximal® bedeutet hier, dass in jedem Konjunkt alle Variablen in negierter
oder unnegierter Form vorkommen.
“AVB=(-AVB)AT
= (mAVB)A(CV-(O)
= (~AVBVCO)A(=AV BV -C)
~-BVC=TA(=-BVCO)
=(AV-A)AN(-BVC)
=(AV-BVC)A(-AV-BVC)

Die erste Formel ist also dquivalent zur maximalen KNF
(wFAVBVC)A(mAVBV-C)A(AV-BVC)A(—AV-BVC) .
Analog lasst sich die zweite Formel erweitern:

SAVC =(AVO)AT
(=AV C) A (BV —B)
(FAVBVC)A(mAV-BVC)



Zusammen mit den anderen beiden Konjunkten erhalten wir dieselbe maximale KNF
wie aus der ersten Formel, die beiden Formeln sind also dquivalent.

Diese Methode der Maximierung fithrt aber in der Regel zu einer exponentiellen
Zahl von Konjunkten, ist also nicht besser als die Wahrheitstafel. Besser ist es die
Formeln zu verkleinern statt zu vergrofiern, was sich mit Hilfe von (propositionaler)
Resolution erreichen lisst. Dabei handelt es sich um folgende Aquivalenz:

(FVA)A(=AVG) = (FVA)A(—AVG) A (FVG)

Die Giltigkeit dieser Gleichung léasst sich durch mehrmalige Anwendung der Distri-
butivitat auf die linke Seite zeigen. Anwendung von Resolution und Absorption auf
die zweite Formel liefert nun:

(AV-BVC)A(=AV BV -C)A(=AVC)
=(AV-BVC)A(mAVBV-C)A(—AVC)A(-AV B) Resolution 2. und 3. Konjunkt
=(AV-BVC)A(mAVB)A(mAVCO) Absorption 2. und 4. Konjunkt
=(AV-BVC)AN(mAVB)A(mAVC)A(-BVC) Resolution 1. und 3. Konjunkt
=(-BVC)AN(mAVB)AN(mAV(O) Absorption 1. und 4. Konjunkt
=(-wAVB)A(=BVC) Resolution andersherum

. womit wir bei der ersten Formel angekommen sind.

Aufgabe 7 (0.3 Punkte)

Ist die Formel A eine logische Konsequenz der drei Formeln A C B, AV (B # C) und
B N —C? Wie sieht die Formel aus, deren Giiltigkeit/Nichtgiiltigkeit zeigen wiirde, dass
die Konsequenzbeziehnug gilt /nicht gilt?

Losung
I(A) I(B) I(C)|ACB, AV(B#C), BAN-C k1 A
0 0 0 1 0 0 v 0
0 0 1 1 1 0 v 0
0 1 0 0 1 1 v 0
0 1 1 0 0 0 v 0
1 0 0 1 1 0 v o1
1 0 1 1 1 0 v o1
1 1 0 1 1 1 v o1
1 1 1 1 1 0 v o1

Die Formel A ist somit eine logische Konsequenz der Pramissen.

Arbeitsvereinfachung: Ist in einer Interpretation eine der Préamissen falsch oder die Kon-
klusion wahr, miissen die iibrigen Formeln nicht mehr ausgewertet werden, da die Be-
ziehung |=; dann bereits erfiillt ist. Umgekehrt kann man die Erstellung der Tabelle

10



abbrechen, sobald man eine Interpretation I findet, fir die =7 nicht gilt. In diesem Bei-
spiel konnte man mit der Konklusion beginnen, die leicht auszuwerten ist und die Anzahl
der zu untersuchenden Félle halbiert.

I(A) I(B) I(C)|AcB, AV(B#C), BA-C | A
0 0 0 1 0 VY
0 0 1 1 1 0 v 0
0 1 0 0 v 0
0 1 1 0 v 0
1 0 0 Vo1
1 0 1 Vo1
1 1 0 v o1
1 1 1 v o1

Formel zur Konsequenzbeziehung: A ist genau dann eine logische Konsequenz der drei
Formeln A C B, AV (B # C) und B A =C, wenn die Formel

(ACB)A(AV(BZ£C)AN(BA-C))D A
giiltig ist.
Aufgabe 8 (0.2 Punkte)

Sei f folgende dreistellige Funktion.

r Yy = f(xvyvz)
1 11 0
110 0
1 01 1
100 0
0 11 0
0 10 0
0 01 1
0 00 1

Stellen Sie f durch eine Formel in
(a) disjunktiver
(b) konjunktiver

Normalform dar.

Losung
(a) (A1 A=Ay A A3) V (—|A1 A —Ag N Ag) vV (—|A1 A=Ay A —|A3)

(b) (—|A1 V —Ay V —|A3) A (—|A1 V —Ay V Ag) A (—|A1 V Ay V A3) A (Al V —Ay V —\Ag) A
(Al V Ay V Ag)

11



Aufgabe 9 (0.2 Punkte)

Sei F' die Formel (A D (B1C)) A (C = (BV A)).

(a) Bestimmen Sie eine zu F' dquivalente Formel in disjunktiver Normalform. Verwenden
Sie die semantische Methode.

(b) Bestimmen Sie eine zu F' dquivalente Formel in konjunktiver Normalform. Verwen-
den Sie die algebraische Methode.

Losung

(a) DNF mittels semantischer Methode:

A B C|(A>(B1C)A(C=(BVA)
0O 0 O 1 1 1 1 0
0 0 1 1 1 0 0 0
0O 1 0 1 1 0 0 1
0 1 1 1 0 1 1 1
1 0 O 1 1 0 0 1
1 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 0 0 1
1 1 1 0 0 0 1 1

Aus dieser Tafel ldsst sich folgende DNF ablesen:

(mFAAN=-BA-C)V(~ANBANC)V(AN-BAC)

(b) KNF mittels algebraischer Methode:

(A>(BTC)A(C=(BVA)
(

=(mAV-(BAC))A(CV—-(BVA)A(—CV(BVA)))
= (mAV-BV-C)A(CV (-BA-A)A(AVBV-C)
= (mAV-BV-C)A(CV-B)A(CV-A4)A(AVBV-C)

Aufgabe 10 (0.4 Punkte)

Donald Duck mochte einen neues Auto kaufen. Das Auto soll billig, schon, sicher oder
schnell sein, wobei es mindestens zwei dieser Eigenschaften erfiillen soll. Dabei gehen
ihm die folgenden Gedanken durch den Kopf:

e Wenn das Auto schnell ist, muss es auf jeden Fall auch schén sein.
e Das Auto ist nicht schén, wenn es billig ist.

e Donald will auf jeden Fall entweder ein sicheres oder ein schnelles Auto, aber nicht
beides.

12



e Das Auto ist nicht gleichzeitig sicher und billig.

(a) Formalisieren Sie die beschriebene Situation inklusive aller Anhaltspunkte mittels
aussagenlogischer Formeln. Geben Sie die Bedeutung jeder Aussagenvariablen an.

(b) Findet Donald ein Auto, das er kaufen mochte? Wenn ja, welche(s)? Begriinden Sie
Ihre Antwort mit Hilfe Ihrer aussagenlogischen Modellierung.

Losung

(a) Aussagenvariablen und ihre Bedeutung:

C ... Das Auto ist billig.
B ... Das Auto ist schon.
S ... Das Auto ist sicher.
F ... Das Auto ist schnell.

Aussagenlogische Formeln:

Fo:=(CAB)V(CAS)V(CAF)N

(BAS)V (BAF)V(SAF)

F:=FD>B
F,:=C>-B
Fg::Si’fF
Fy:==(SNO)

mind. 2 Eigenschaften

Wenn schnell, dann schon
wenn billig, dann nicht schén
entweder sicher oder schnell
nicht sicher und billig zugleich

(b) Wir suchen alle Wahrheitsbelegungen fiir die Variablen C, B, S, und F, sodass die
Formeln Fy, ..., Fy wahr werden. Wegen Formel Fy geniigt es, jene Belegungen zu
betrachten, in denen mindestens zwei der vier Variablen wahr sind.

C B S F|Fy FoB C>-B S#£F —(SAC)

0 0 L 1|1 0 1 0 1

01 0 1|1 1 1 1 1 v
01 1 0|1 1 1 1 1 v
01 1 1|1 1 1 0 1

1 00 1|1 0 1 1 1

1 0 1 01 1 1 1 0

1 0 1 1|1 0 1 0 0

1 1001 1 0 0 1

1 10 1|1 1 0 1 1

11 1 0]1 1 0 1 0

11 1 1|1 1 0 0 0

Donald entscheidet sich fiir ein schénes und schnelles, oder fiir ein schénes und

sicheres Auto.

13



Aufgabe 11 (0.4 Punkte)

Wieder einmal sinkt das Schiff von Robinson Crusoe vor einer einsamen Insel.! Crusoe
besitzt ein rotes Taschenmesser, ein Kiichenmesser aus Silber, goldfarbene Kopfhérer
und einen weilen MP3-Player, er kann aber hochstens zwei Gegenstande gleichzeitig
mit an Land nehmen. Er stellt folgende Uberlegungen an:

e Zur Unterhaltung brauche ich Taschenmesser oder MP3-Player oder, noch besser,
beide.

e Den MP3-Player mitzunehmen macht nur Sinn, wenn ich auch die Kopfhérer mit-
nehme.

e Eines der beiden Messer muss sein, aber nicht beide.

e Um die Kannibalen zu besénftigen benétige ich etwas Goldenes oder Silbernes.

(a) Formalisieren Sie die beschriebene Situation inklusive aller Anhaltspunkte mittels
aussagenlogischer Formeln. Geben Sie die Bedeutung der von IThnen verwendeten
Aussagenvariablen an.

(b) Welche Gegensténde nimmt Crusoe mit auf die Insel? Begriinden Sie die Antwort
mit Hilfe Threr aussagenlogischen Modellierung.

Losung

(a) Aussagenvariablen und ihre Bedeutung:

T ... Crusoe nimmt das Taschenmesser mit.
K ... Crusoe nimmt das Kiichenmesser mit.
H ... Crusoe nimmt die Kopfhorer mit.

M ... Crusoe nimmt den MP3-Player mit.
Aussagenlogische Formeln:

Fo=-(TNKNH)AN-(TANKANM)AN~(TNHANM)N-(KNHADM)
hochstens zwei Gegensténde

Fy:=TvVv M  Taschenmesser oder MP3-Player

Fy:=M D> H MP3-Player nur, wenn Kopfhérer

F3:=T #K ein Messer, aber nicht beide

F,:= KV H silbernes Kiichenmesser oder goldene Horer

'Thnen sagt der Name Robinson Crusoe nichts? Dieser Mann ist der Held eines Romans des Briten
Daniel Defoe aus dem Jahr 1719. Der Originaltitel liefert schon einen Teil der Inhaltsangabe: , The
Life and Strange Surprizing Adventures of Robinson Crusoe, Of York, Mariner: Who lived Eight and
Twenty Years, all alone in an un-inhabited Island on the Coast of America, near the Mouth of the
Great River of Oroonoque; Having been cast on Shore by Shipwreck, wherein all the Men perished
but himself. With An Account how he was at last as strangely deliver'd by Pyrates.* Sie sollten das
Buch lesen oder sich zumindest eine der vielen Verfilmungen ansehen, es ist ein Klassiker.
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(b) Wir suchen alle Wahrheitsbelegungen fiir die Variablen 7', K, H und M, sodass die
Formeln Fy, ..., Fy wahr werden. Wegen Formel Fy geniigt es jene Belegungen zu
betrachten, in denen hochstens zwei Variablen wahr sind.

T K H M|\Fp TVM M>DH T#K KVH
0 0 0 011 0

0 0 0 1]1 1 0

0 0 1 011 0

0 0 1 1]1 1 1 0

0 1 0 0]1 0

0 1 0 1]1 1 0

0 1 1 0]1 0

1 0 0 0|1 1 1 1 0
10 0 1|1 1 0

1 0 1 0|1 1 1 1 1 v
11 0 0|1 1 1 0

Crusoe nimmt Taschenmesser und Kopfhérer mit.

Aufgabe 12 (0.3 Punkte)

Zeigen Sie: F1,..., F,, = G gilt genau dann, wenn die Formel FjA- - - AF,, A—G unerfiillbar
ist.

Losung

Beweisstrategie:

e Eine ,A genau dann, wenn B“-Aussage kann man zeigen, indem man sie in zwei
Implikationen zerlegt: Man zeigt, dass aus A die Aussage B folgt und dass aus B
die Aussage A folgt. Diese Zerlegung vereinfacht oft die Argumentation.

e Die Aquivalenz von A und B lésst sich auch dadurch zeigen, dass man die Aqui-
valenz der Gegenteile von A und B tiberpriift, d.h., man zeigt, dass A genau dann
nicht zutrifft, wenn B nicht zutrifft. Der Wechsel zu den negierten Aussagen ist
sinnvoll, wenn sich einfach charakterisieren lasst, wann eine Aussage nicht gilt.

Sei H die Formel Fy A --- A F,, A =G. Wir zeigen die beiden folgenden Aussagen:

1. Wenn Fi,..., F, = G nicht gilt, dann ist H erfiillbar.

Beweis: Wenn Fi,...,F, = G nicht gilt, gibt es eine Interpretation I, sodass
Fy,...,F, =5 G nicht gilt. Das ist dann der Fall, wenn val;(F}) = - -- = val;(F,) =
1 und val;(G) = 0 gilt. Aus val;(G) = 0 folgt val;(—=G) = 1. Daher ist die Formel H

in dieser Interpretation wahr, d.h., H ist erfiillbar.
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2. Wenn H erfiillbar ist, dann gilt F1,..., F, = G nicht.

Beweis: Wenn H erfiillbar ist, gibt es eine Interpretation I, sodass val;(H) = 1

gilt. Das ist der Fall, wenn val;(Fy) = --- = valy(F,) = val;(=G) = 1 gilt. Aus
val;(=G) = 1 folgt val;(G) = 0, daher gilt F1,..., F, = G fur die Interpretation I
nicht. Somit ist G keine logische Konsequenz der Formeln Fi, ..., F,.

Aufgabe 13 (0.4 Punkte)

Sei A der folgende endliche Automat.

(a) Geben Sie 5 Worter an, die von A akzeptiert werden.

(b) Geben Sie an, welche der folgenden Worter der Automat akzeptiert: €, a, accc, aa,
abaa.

(c) Berechnen Sie schrittweise 6*(3, babaa).

(d) Spezifizieren Sie A in tabellarischer Form. Handelt es sich bei A um einen deter-
minstischen oder indeterministischen Automaten?

LGosung

(a) A akzeptiert zum Beispiel a, acc, ab, abba und aaa.

(b) A akzeptiert a, accc und abaa, nicht aber ¢ und aa.
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(c) 6*(3,babaa) = 6*(4(3,b), abaa)
= §*(3,abaa)
= 0"((3,a),baa)
= 0*(1,baa)
=06"(6(1,b), aa)
= 0*(4,aa)
=6%(0(4,a),a)
=0%*(2,a
=0%(0(2,2a),¢)
=0%(4,¢)

(d) A= ({1,2,3,4}, {a,b,c}, J, 3, {1,4}), wobei die Ubergangsfunktion & durch folgen-
de Tabelle definiert ist:
) ‘ a b c
1 {2} {4 {1}
21 {4 {2} {2}
31{1} {3t {3}
41{2p {3} {34}

A ist ein indeterministischer Automat, da es im Zustand 4 fiir das Symol ¢ zwei
Folgezustande gibt.

Aufgabe 14 (0.4 Punkte)

Linienhalma ist ein Knobelspiel, das aus m weiflen und n schwarzen Stdben sowie einem
Spielbrett mit m 4+ n 4 1 Lochern besteht, die in einer Linie angeordnet sind. Zu Beginn
befinden sich die weiflen Stdbe ganz links und die schwarzen Stdbe ganz rechts in den
Lochern, sodass das mittlere Loch frei ist (siche Abb. (a) fir m = n = 4). Ziel des
Spiels ist es, diese Anordnung zu tauschen, sodass sich alle weiflen Stdbe rechts und alle
schwarzen Stédbe links befinden (Abb. (b)). Es gelten folgende Regeln:

e Schwarze und weifle Stdbe werden abwechselnd gezogen, wobei mit einem schwar-
zen begonnen wird.

e Ein Zug besteht darin, einen Stab entweder auf ein freies Nachbarfeld (links oder
rechts) zu stellen oder iiber einen linken oder rechten Nachbarstab beliebiger Farbe
zu springen, wenn das Feld dahinter frei ist. Die Abbildungen (c) and (d) zeigen
die moglichen Anfangsziige fiir m = n = 4.
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(a)

(b)

()

il I ' HI =T
A % & 7

(a) Anfangsstellung (b) Endstellung

/ﬂﬁ—@ﬁ?ﬁﬁ? /ﬂrfrn:@rﬁ}r?

(¢) Zug auf ein freies Nachbarfeld (d) Sprung auf das tibernéchste Feld

Was macht einen Zustand in diesem Spiel aus? Welche Informationen sind notwendig,
um einen Zustand eindeutig zu beschreiben? Wie kann man die Zusténde kompakt
bezeichnen? Wieviele Zusténde sind abhédngig von der Zahl der schwarzen und weifien
Stdbe, m und n, héchstens notwendig?

Welche Aktionen fithren zu Ubergingen in diesem System? Wie kann man sie kom-
pakt bezeichnen?

Geben Sie einen endlichen Automaten an, der dieses Spiel fiir m = 1 und n = 2, d.h.
fir einen weiflen und zwei schwarze Stidbe, vollstdndig beschreibt.

Losung

(a)

Der Zustand des Spiels wird durch die Position der weiflen bzw. schwarzen Stébe
und des freien Lochs auf dem Spielbrett festgelegt sowie durch die Information,
wer am Zug ist. Verwendet man o bzw. e, um einen weiflen bzw. scharzen Stab zu
symbolisieren und - fiir die Leerstelle, dann kann man das Spielbrett durch ein Wort
mit m+n+1 Zeichen beschreiben, in dem m Mal das Zeichen o, n Mal das Zeichen e
und einmal das Zeichen - vorkommt. An das Wort kann man noch s oder w anhéngen,
je nachdem, ob schwarz oder weifl am Zug ist; verwendet man dieses Symbol an
Stelle von - zur Markierung des freien Lochs, wird die Beschreibung noch kiirzer.
Fir m = n = 4 lasst sich die Anfangsstellung also durch cooo-eeees oder coooseeee
beschreiben (Abb. (a)), die Stellungen nach dem ersten Zug entsprechen den Wortern
ooooe-eeey oder coooeweee (Abb. (c)) bzw. coocee-eew oder cooceewee (Abb. (d)).

Die Zahl der Zustédnde ist durch die Anzahl der mdéglichen Worter dieser Bauart
beschrankt. Da m+n-+1 Dinge ohne Zuriicklegen anzuordnen sind, wobei die m wei-
Ben und die n schwarzen Stédbe ununterscheidbar sind, kann es maximal 2 - %
Zustande geben; der Faktor 2 spiegelt die beiden Farben wieder, die am Zug sein
koénnen. Fiir m = n = 4 erhalten wir so 1260 als obere Schranke fiir die Zustandszahl,

fiir m =1 und n = 2 erhalten wir 24.

Es gibt vier Zugmoglichkeiten: ein Stein kann nach links oder rechts ziehen oder
nach links oder rechts springen. Wir wéhlen dafiir die Bezeichnungen 1, r, L und R.
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Aufgabe 15 (0.4 Punkte)

FEin Roboter wird in einem Labyrinth ausgesetzt, um es zu erkunden. Er erhélt jeweils
einen der Steuerbefehle N (Nord), S (Siid), W (West) und 0 (Ost), wodurch er versucht,
sich um ein Feld in die angegebene Richtung weiterzubewegen. Gelingt ihm das, antwor-
tet er 1 (ja). Ist der Weg durch eine Mauer versperrt, bleibt er auf dem urspriinglichen
Feld und antwortet 0 (nein).

Nehmen Sie an, dass das Labyrinth das folgende Aussehen besitzt und dass sich der
Roboter zu Beginn im stidwestlichsten Feld befindet. Die doppelten Linien markieren
Mauern.

N

S

Die Eingabe NNOSSOOOWNO fiihrt beispielsweise zur Ausgabe 10010110111.

(a) Geben Sie einen Mealy-Automaten an, der das Antwortverhalten des Roboters be-
schreibt.

(b) Geben Sie einen Moore-Automaten an, der das Antwortverhalten des Roboters be-
schreibt.

Losung

(a) Fir den Mealy-Automaten bendtigen wir einen Zustand pro Feld; wir wéhlen @ =
{nw, sw, n,s,no,so}. Das Eingabealphabet besteht aus den Steuerbefehlen, d.h. ¥ =
{N,S,W,0}, und das Ausgabealphabet aus den beiden Antworten, d.h. I' = {0,1}.
Startzustand ist der Zustand sw.

N/0,W/0,0/0 N/0,W/0 N/0,5/0,0/0
(v 0/1
@T
N1 |s/1 N1 |s/1
0/1 0/1
=Y
S/0,1/0 5/0 N/0,5/0,0/0
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(b) Der Mealy-Automat ldsst sich in einen Moore-Automaten umwandeln, indem alle
Zustinde, zu denen Uberginge mit verschiedenen Ausgaben fiihren, entsprechend
vervielfacht werden. Da es zu jedem der Zustinde sowohl einen Ubergang mit Aus-
gabe 0 als auch mit Ausgabe 1 gibt, verdoppelt sich in dieser Aufgabe die Zahl der
Zusténde.

N,W,0 N N,S,0

SW S N,S,0
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