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Zusammenstellung der Grundgleichungen
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Grundlagen

1. Man betrachte den Stofftransport eildétkomponentigen Mischung.

(a) Gesucht ist der Zusammenhang zwischen Massenkonzentra = p./p (Partial-
dichtep,,, Gesamtdichte der Mischung und Molkonzentration (Molenbruchy,, =
¢, /¢ (Partialmoldichte (Molaritaty,, Gesamtmoldichte der Mischumyfur die Kom-
ponenten (v = 1,---, N).

(b) Unter der Annahme, dass die einzelnen Komponeatder Mischung thermodyna-
misch durch die Zustandsgleichung eines idealen Gasehrimsen werden kdnnen,
gebe man unter Verwendung des Daltonschen Gesp&eggzlpa (Partialdruckp,,,
Gesamtdrucky der Mischung) den Zusammenhang zwischen Molkonzentratipn
und Partialdruclp,, an.

(c) Unter der Verwendung der in Pkt. (a) abgeleiteten Bemightransformiere man die
Konvektionsdiffusionsgleichung fir ein Binargemisch der Massenkonzentration als
Veranderliche in eine entsprechende Gleichung mit derkdatentration als neuer
FeldgroRRe.

(d) Man zeige unter der Annahme Fickscher Diffusion, dasdiféusionskoeffizient fur
ein Binargemisch fur beide Komponenten identisch ist, 8,5 = Dy; = D.

(Quasi-) stationare Warmeleitung und Diffusion

2. Gegeben sei eine in lateraler Richtung unendlich ausgeegunbewegte Flissigkeitsschicht
mit der Dickeé (eindimensionales Problem). Man betrachte die staterinare Diffusion
bei gegebenen Werten fur die Gesamtdichte: konst. und den Diffusionskoeffizienten
D = konst. durch diese Schicht mit den Randbedingungen:

c(0) = ¢o = konst., c(0) = ¢5 = konst.

Gesucht ist die Konzentrationsverteilung der Komponenteder Schicht, sowie die Diffu-
sionsstromdichte und der Diffusionswiderstand.

3. Man berechne den DiffusionswiderstaRd, die Konzentrationsverteilung,, den Mas-
sestrom und die in der Zeit diffundierte Stoffmenge), der Komponented unter den
\Voraussetzungen: binare, stationare Diffusion ohnentbéehe Reaktiory, D . .. konst. fur
folgende Festkorpergeometrien:

(@) Hohlzylinder (Innen-/Aul3en-@r, /2r,, LangeL)
(b) Hohlkugel (Innen-/Auf3en-@r; /2r5)

mit den Randbedingungen:
ca(r1) = ca1 = konst., ca(ry) = cag = konst.

Hinweis: Schreiben Sie die Diffusionsgleichung in Zylinder- bzw.gelkoordinaten an und
beachten Sie, dass aus Symmetriegrinden die Konzentratrorom Radius abhangt, =

ca(r).



4. Diffusion durch eine feste Wand.
Man betrachte die quasistationare Diffusion aus einemgefaliten, kugelformigen Behalter.
Gegeben sei der Innenradisund die Wandstarké (0 < R) des Behalters, der Partial-
druck der Gasfullung 4 (t = 0) = pao, der DiffusionkoeffizientD = konst., die Loslichkeit
S des Gases in der Behalterwand und die Tempef@atar konst.; auRerhalb des Behalters
herrsche immep, = 0.
Bestimmen Sie naherungsweise den Druckabfall des (ide&ases im Behalter nach der
Zeit t.

Losungshinweisnan verwende die Massenbilanz in integraler Form fur aimfastes Kon-
trollvolumen.

5. Diffusion mit chemischer Reaktion in eine unbewegte Sahi
Gegeben sei eine Flussigkeitsschichtanordnung tber amdurchlassigen Wand It. Skiz-
ze (eindimensionales Problem). An der Kontaktflache zwgsaden Schichten herrsche die
konstante Konzentratiofy,. Man betrachte die stationare Diffusion der Komponehta
die Komponente3, dort findet eine chemische Reaktion 1. Ordnung statt.
Gesucht ist die Konzentrationsverteilung und die Massemstichte der Komponenté in
der FluidschichiB bei bekanntemp, D . . . konst.

A CA0
d

A+ B

6. Einseitige Diffusion in eine unbewegte Fluidschicht.
(Heizkostenverteiler nach dem Verdunstungsprinzip)
Gegeben sei ein oben offener Behalter, welcher etwa bisialfte mit einer schwer sie-
denden Flussigkeit der Dichiey ;. gefullt ist. Man kann annehmen, dass die Flussigkeit
stationar verdampft und in die auRere Umgebung des Bakaiffundiert. An der Flussig-
keitsoberflach¢y = 0) herrsche die Massenkonzentration, am GefalBrandy = L) car.
Es seip, D ... konstant. Gesucht ist:

(a) der Konzentrationsverladfi(y) 0 < y < L unter der Annahme, dass der Massenstrom
von auf3en in den Behalter vernachlassigbar klein ist.
(b) die Massenstromdichte der aus dem Behalter verdamefeRliussigkeit.

(c) die Flussigkeitsspiegelabsenkufgnach der Zeitt (Moraussetzung < L, sodass
guasistationare Verhaltnisse fur die Diffusion angangen werden konnen).



Instationare Warmeleitung und Diffusion

7. Instationare Diffusion ohne chemische Reaktion in wdgger Schicht.
Gegeben sei eine unendlich ausgedehnte Platte der Di¢gmdimensionales Problem), in
der der StoffA zur Zeitt = 0 gleichmaRig mit der Massenkonzentratiog verteilt ist. Die
Konzentration auf den Plattenoberflachen sei fur alleened.
Berechnen Sie fiw, D . .. konst. die Konzentrationsverteilung, fur 0 < x < L undt > 0
des in die Umgebung ausdiffundierenden Stoffes.

Hinweis: losen Sie die Diffusionsgleichung durch Variablentremgpunit Hilfe eines Pro-
duktansatzes.

8. Mischvorgang in einem thermisch isolierten Gefal3.
Zwischen zwei thermisch isolierenden, undurchlassigeintién (Abstand.) sind zwei
ideale Gasel und B kostanter spezifischer Warmekapazitaten durch eineeiumdurchlas-
sige Membran an der Stelle< a < L getrennt. Zum Zeitpunkt = 0 wird die Membran
entfernt. Man bestimme unter der Voraussetzpyig, p, D...konst.

(a) die Konzentrationsverteilung (x,t) fur0 <z < L, > 0.
Hinweise:ldsen Sie die Diffusionsgleichung mit Hilfe eines Separsgansatzes und
superponieren Sie zusatzlich die offensichtliche Lgsun- Gx, mita, 5. .. konst.

Zsm(n@) :71'—9’ 0<6<on
n 2

n=1

(b) die Entropieproduktionsdichte(z,t) sowie die Mischentropie.
Hinweise:fur Gemische idealer Gase gilt (siehe auch Bsp. 1):

pu = E Palla , Uq = CpaT 4 Uap ,
[0

ps:Zpasa, Sa = Coo INT — Ry In po, + Sa0 5

Pa
puzZpaua, Pa = Uq — T'So + —.
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9. Diffusion in ruhender Schicht endlicher Dicke.
Man betrachte das instationare Ausdiffundieren einef&stal aus einer unendlich ausge-
dehnten Platte der Dicke in die Umgebung (eindimensionales Problem). Die Massenkon
zentrationsverteilung, zur Zeitt = 0 sei f(x) fur 0 < = < L, die Konzentration auf den
Grenzflachen sei

ca(0,t) = cap = konst., ca(L,t) = car, = konst.

Gesucht: Konzentrationsverteilung(x,t) fur0 < = < L, t > 0fur p, D ... konst.

Hinweis: losen Sie die Diffusionsgleichung mit Hilfe eines Separsdansatzes und super-
ponieren Sie zusatzlich die offensichtliche Losung Sz («, 5. . . konst.).



10. Auflosen eines Festkorpers in einer Flussigkeiisbth
Ein Salzblock der Massendichgewird zum Zeitpunkt = 0 mit einerreinenWasserschicht
der DickeL in Kontakt gebracht. An der Grenzflache Salz/Wasser( herrscht ab diesem
Zeitpunkt Sattigungsdichtg,, der Boden: = L ist sowohl fur Wasser, als auch fur Salz
undurchhssig Die Wasserschicht ist gegenuber typischen Salzblockabongen diinn, das
Problem kann daher naherungsweise eindimensional behavetden (s. Skizze). Man be-
stimme fur die gegebenen (konstanten) Grofaem,, L, D

(a) die Salzdichteverteilungy(z,t) in der Wasserschicht fiir> 0,
(b) die maximale Salzmenge, die pro Flacheneinheit in cisd&rschicht eingebracht wer-
den kann und die damit verbundene Schichtdickenabnakimdes Salzblockes.

Hinweise:Losen Sie die instationare Diffusionsgleichung mit Blifines Produktansatzes
und superponieren Sie zur allgemeinen Losung die triialunga + S.
Man verwende weiters die Orthogonalitatsrelation sovieeSlimmenformel

sin sin dr = = 0 , Omn =
2 0, m#n,

L
/- Cm+l)rz . (2n+ )7z L I, m=n,
) 2L 2L

0

bl
Po
pf(xﬂt)
L
V2 undurchlassig

11. Einfaches Modell eines Gasfeuerzeuges.
Um aus einem Gasfeuerzeug bei Betrieb einen konstanternr@as&@lso eine bestimmte
Flammengrof3e) zu gewahrleisten, ist zwischen Ventil@adtank eine durchlassige Mem-
bran eingebaut. An deren innerer Oberflache herrscht @majadp von der Feuerzeuglage
die konstante Konzentratian (L, t) = Spa, S ist hierbei die Loslichkeit des Gases an der
Membranoberflache ung, der konstante Gasdruck im Feuerzeug. An der Ventilseite der
Membran ist die Konzentration ab deBffnungs- und Ziindzeitpunkt= 0 durch die Ver-
brennungsreaktion immery, (0,¢) = 0. Bald nach Inbetriebnahme stellt sich der gewiinschte
Gasstromy,, ein, was sich hier (vereinfacht) so ausdrUgT(t),t — 00) = —Juo€,. Unter
der Annahme vom, D = konst. sowie eindimensionaler Betrachtung berechne man die
Konzentrationsverteilung in der Membrag(z, t) und die ndtige Membrandicke.



12.

13.

Hinweise:Losen Sie die Diffusionsgleichung mit Hilfe eines Prodaridatzes und superpo-
nieren Sie zur allgemeinen Losungt fz.

L
. onTr . mnT L L, n=m,
sin —— sin de = = dm , Opm =
L L 2 0, n#m.

0

Bioreaktor.

In einem Bioreaktor werden Zellkulturen durch eine Nakdiig versorgt, welche aus ei-
ner einsetzbaren Tragerplatte der Didkenstationar ausdiffundiert (eindimensional ebenes
Problem). Der Stoffwechsel der Zellkulturen halt die Kentzationer:; und ¢, auf beiden
Seiten der Platte konstant. Zum Einsetzzeitpunkt0 ist die Nahrlosungskonzentration in
der Plattekonst = ¢y > ¢ > ¢; (Skizze). Die Gesamtdichgeund der Diffusionskoeffizient
D sind als konstant anzunehmen.

Bestimmen Sie fur > 0 die Konzentrationsverteilungz, ¢) in der Platted < = < L und
geben Sie ein Kriterium zur Berechnung jenes Zeitpunktesoandem die Versorgungs-
funktion nicht mehr gewahrleistet und ein Plattenausthesforderlich ist.

Hinweis: Losen Sie die Diffusionsgleichung mit Hilfe eines Prodaridatzes und superpo-
nieren Sie zur allgemeinen Losungt fz.

c(z,t)

C2

C1

Eindimensionale, instationare Diffusion im unbegten Raum.
Man verifiziere, dass

C
pA(x,t):%eXp[—W], t>0, z€(—o00,00), C, .. fest

(Fundamental-) Losung der Diffusionsgleichung
dpa _ Ppa
ot 0x?

ist. Diese Losung beschreibt die binare Diffusion dedf&o4 aus einer unendlich dinnen
Schicht, welche sich an der Stellebefindet, furt > 0 (5-formige Verteilung).

(a) man bestimme die Konstanteunter der Annahme, dass urspringlich pro Flachenein-
heit die Massen 4 (Dimension kg/m) des StoffesA in der Schicht verteilt war.

Hinweis: Massenerhaltung fur alle Zeiteén> 0 beachten!

5



14.

15.

16.

17.

(b) man superponiere die Fundamentallosung so, dass fflission fur beliebige Anfangs-
verteilungerp4(z,0) = pao(x) fur ¢t > 0 beschrieben werden kann.

(c) die unter (b) gefundene Losung verwende man dazu, diellichteverteilung 4 (x, t),
t > 0 fur folgende Anfangsverteilung zu bestimmen:

pao = konst., = <0,
pA(IC,O):
0, z>0.

Instationare, eindimensionale Diffusion aus eindri@t im unbegrenzten Raum.
Man bestimme die Konzentrationsverteilung(z, t), t > 0, z € (—o0, 00) fur folgende
Anfangsverteilung:

cao = konst., |z|<a, a>0,

CA(xa 0) =

0, sonst
mit p, D ... konst.
Welchen Wert nimmt 4 (z, t) fur t — oo an?
Hinweis: man verwende das Ergebnis von Bsp. 13b.

Instationare, eindimensionale Diffusion im Halbraum
Man betrachte die eindimensionale, instationare Diffnsim halbunendlichen Raum mit
den Anfangs-/Randbedingungen

pa(z,0) = pa1 = konst. x>0

pA(O,t) = P40 = konst. t Z 0

Gesucht ist die Partialdichteverteilupg(z,¢) fur ¢ > 0, x > 0 unter der Voraussetzung
p, D ... konst.

Hinweis: man verwende als Losungsmethode die Laplace-Transfammat
palz,p) = /e_ptpA(x, t)dt.
0

Eindimensionale, instationare Diffusion mit cherhiscReaktion 1. Ordnung im Halbraum.
Man berechne unter der Voraussetzung = konst. fur die folgende Situation die Mas-
senkonzentrationsverteilurg(x,t) furz > 0, ¢ > 0:

ca(z,0)=0, x>0,
ca(0,t) = cao = konst., t>0,

oalz,t) = —kica(z,t), x>0, kg = konst.

Hinweis: Methode der Laplace-Transformation.

Absorber.
Man betrachte das eindimensionale Modell eines Katalysatn konstanter Stoffstrom

6



18.

der Komponentel, j4(0,t > 0) = jao = konst. wird von einem Katalysatormaterial, das
den positivenz-Halbraum ausfillt, ab dem Zeitpunkt= 0 aufgenommen. Bis dahin sei
die Stoffkonzentratiorr4(x > 0,0) = 0. Stoff A wird nach einer chemischen Reaktion
1. Ordnungo 4(z,t) = —kica(x,t) abgebaut. Man berechne unter der Annahme =
konst.

(a) die Konzentratiom,(z, t) im Katalysator fur > 0,
(b) jene Streckd,, nach der der Stoffstrom im stationaren Betrigh— oo) auf jao/2
abgesunken ist.

Hinweise:Man verwende die Methode der Laplace-Transformation umiddbsichtige die
Randbedingung4(z — oo,t) = 0. Fur die Rucktransformation verwende manufnd b

bezeichnen Konstanten):

f(s) = \/—\///-:bb — f(t) = 5% [e—merfc (J% . \/abt> + oVherfe ( .- \/abt>] :

erfc(z) = 1 —erf(z), erf(—z) = —erf(2)

Auflosen einer Salzschicht in Wasser (eindimensi@fateblem).

Eine feste Salzschicht der Dickeund der Dichteys, l10st sich in der dariberliegenden (halb-
unendlichen) Wasserschicht. Die Partialdichte des Salzeer Grenzflache Salz-Wasser sei
ps(0,t) = pgo = konst. furt > 0, und im Wassepg(x,0) = 0 zum Zeitpunktt = 0 fur

x > 0.

Gesucht ist

(a) die Partialdichteverteilungs(z, ¢) des Salzes im Wasser fiir> 0, ¢ > 0 unter der
Voraussetzung, D . .. konst.

(b) die Salzschichtdickenabnahmd. nach der Zeit.
Hinweis: Ableitung der Fehlerfunktion, Abramowitz & Stegun [1]:

dn+1

—erf(z) = (-1)"

dzn+l H"(Z) e

2
NZS
H,(z) ... Hermite-Polynome Hy(z) =1, Hi(z) =2z, ...

19. Langsames Auflosen einer Kugel.

Gegeben sei eine Kugel (Stoff) mit Radius? und der Dichtep4,. An ihrer Oberflache
herrsche die Partialdichie,(R,t) = pao = konst. Zum Zeitpunktt = 0 wird die Kugel
in ein unendlich ausgedehntes Medium (StBjfgebracht, in dem schon Stoff gelost ist,
alsop(r,0) = pag fUrr > R.

Man berechne

(a) die Partialdichteverteilung des Stoffésp4(r,¢) fur » > R, ¢ > 0 unter der Voraus-
setzungp, D . .. konst. mit Hilfe der Laplace-Transformation.

(b) die Radiusabnahm&R(t) der Kugel furAR < R. Man vergleiche das Resultat fur
R — oo mit dem aus Bsp. 18.



20.

21.

Instationare Diffusion in eine Kugel.
Eine Kugel vom Radiu® und der Anfangsverteilung des Stoffésp4(r,0) = f(r) furr <
R wird zum Zeitpunktt = 0 in eine Losung des Stoffed4 mit der Partialdichte s (r,t) =

pao = konst. furr > R, t > 0 gehangt.

(a) man berechne die Partialdichteverteilungr, t) fur » < R undt¢ > 0 unter der Vor-
aussetzung, D ... konst.

(b) man spezialisiere das Ergebnis aus (a) fur folgendargdverteilung:

pa(r,0) = pa; = konst. fur 0<r<R.

Konvektiver W arme- und Stofflibergang

Erstarrung bzw. Schmelzen eines Reinstoffes (Stefablém).

Eine Flussigkeit (Schmelze) der Temperatyr> 7, erfulle den Halbraum: > 0, T, be-
zeichnet die Erstarrungs- bzw. Schmelztemperatur. Zurtpdiekt¢ = 0 wird an der Be-
grenzungswand = 0 die Temperatur schlagartig aiif < 7, abgesenkt (s. Skizze). Die
Flussigkeit beginnt folglich an der Begrenzungswand &tiaeren, eine ebene Erstarrungs-
front lauft in positiver-Richtung. Unter der Annahme inkompressibler Verhattaisnd Ver-
nachlassigung von naturlicher Konvektion (Auftriedskfen) bestimme man fur gegebene
(konstante) Materialparameter (Indexur fest, f fur flussig): Dichtenp,, py, spezifische
Warmekapazitaten,, c;, Warmeleitfahigkeiten\,, A, und der spezifischen Erstarrungs-

bzw. Schmelzenthalpik,

(a) die Temperaturverteilung in der festen Phase, dieiBogitt) und die Ausbreitungs-
geschwindigkeit, der Phasengrenzflache,

(b) jene Geschwindigkeit, mit der sich die flissige Phaseelgésowie die dort herrschen-
de Temperaturverteilung.

(c) Man spezialisiere die Ergebnisse fur Wasseriek 278K, T, = 273K, T} = 268 K:
ps = 920kg/m?, ¢, = 2100 J/(kgK), s = 2.219J/(msK),
pr = 1000kg/m?, ¢; = 4187 J/(kgK), \; = 0.6028 J/(msK),
h. = 3.338 x 10° J/kg.

o
Phasenfront
T() B 5
Ps Te Pr
Ty Y
0 h(t) *



22.

23.

Stationarer Warme- und Stoffilbergang bei aerodysermen Anwendungen

(hohen Reynolds-Zahlen). .

An einem (z.B. pordsen) Bauteil der charakteristischand€eL, Breiteb > L und der

Temperatufl,, welches mit konstanter Geschwindigkait von Luft (Dichte .., dynami-

sche Viskositafi.., Temperatuffoo, Wasserkonzentration,,) Uberstromt wird, verdunstet

Wasser { bezeichnet dimensionsbehaftete Grof3en). Fur den pcakivichtigen Fall hoher

Reynolds-Zahlen

 peoliceL
[LOO

betrachte man den konvektiven Impuls-, Warme- und Sheffgang:

Re > 1

(a) ausgehend von den Grundgleichungen fur stationdkenpressible, laminare Stro-
mung leite man unter der Annahme ebener Verhatnisse-( L) die Prandtlschen
Grenzschichtgleichungédiir die Impuls-, Warme- und Stoffubertragung in dimensi
onsloser Darstellung (Identifikation dimensionsloseri&hlen) ab und gebe die Vor-
aussetzungen fur dienalogie von Vilirme- und Stoifbertragungan,

(b) man unterziehe die Gleichungen eiAénlichkeitstransformation firr sogenannte Keil-
stromungenkalkner-SkarAhnlichkeitsbsungeiunter der Annahme konstanter Stoff-
werte und bestimme den Warme- und Stoffilbergang in FomNdsselt-ZahNu und
der Sherwood-Zahth Wie lautet die wandnormale Geschwindigkeitskomponepte
unter der Annahme einseitiger Diffusion und konstanterr@d&henkonzentration,?

(c) man spezialisiere das Ergebnis auf den Fall der Strgnum eine nichtangestellte,
diinne Platt¢Blasius Grenzschicht)

(d) man berechne fur die Plattenstromung die pro Zeiwtnherdunstete Wassermen(ge
ohne und(ii) mit Berucksichtigung von,, in der Grenzschichtrechnung (Storansatz
fur kleinew,, in (ii)).

Platten-Stoffkonvektor.

Uber eine mit der Geschwindigkeit,, = 1m/s langsangestromten Platte (Skizze) der
LangeL = 1m und BreiteB = 5m wird Luft in einer Klimaanlage befeuchtet. Man
bestimme mit Hilfe des aus der Theorie laminarer Grenzithicermittelten Ausdruckes
fur den lokalen Stoffubergang an der Plattenwéickert-Schneider-Beziehung)

ACAB 1 ~/
wl2) = gog ooy 7 (9l

die in einer Minute an die Umgebung abgegebene Wassermerege,an der Plattenwand
die Sattigungskonzentratian,, = 0.026 aufrecht erhalten wird und die ankommende Luft
vollkommen trocken istAc4p ... typische Konzentrationsdifferenz). Fur den Konzatir
onsgradienten an der Wanrd?!, in Ahangigkeit der Schmidt-Zat8cfindet man aus nume-
rischen Rechnungen:

(dimensionslos!)

Sc | —0 0.1 07 7 10 — 00
0.798v/Sc  0.198 0.4139 0.9135 1.0297 0.479Sc'/3

N
—Puw

Weiters sind gegeben: dynamische Zahigkeit 1.82 x 10~° Pas, Dichtep = 1.18kg/m?,
DifussionskoeffizienD = 2.2 x 107> m?/s.

9



Hinweise:mit Tilde bezeichnete Grofien sind dimensionsbehaftetngachichtskalierung

Vw =

vReb,, /. beachten, 2 Plattenseiten!

24. Handtuchtrocknen.
Ein feuchtes Handtuch der Lande = 1.5m und Breite B3 = 0.6m wird in ruhender,
trockener Luft der Temperat(t, = 25°C senkrecht aufgehangt (Skizze). Der Trocknungs-
prozess in Form von naturlicher Konvektion kilthlt das HaoH auf die zeitlich konstante
Temperatufl}, = 15°C, an der Oberflache herrscht dabei die Sattigungskoraéonir:,, =

0.01.

Die fur den Stoff- und Warmeuibergang relevanten Gndfleerhalb der Konvektions-

grenzschicht sind: Gesamtdichite= 1.2 kg/m?, Diffusionskonstant® = 2.5 x 10-m?/s,
kinematische Zahigkeit = 1.5 x 10-°m? /s, Warmeleitfahigkeif = 2.58 x 10~2W /(m K),
spezifische Warmekapazitat = 1005 J/ (kg K), Erdbeschleunigung = 9.81 m/s*. Man
berechne

(@)

(b)

die Trocknungszeit; mit Hilfe der unten angegebenen Formeln und der Annahme,
dass das Handtuch ursprunglich mit= 0.3 kg Wasser gleichmafig getrankt ist. Fur
den Stoff- bzw. Warmeubergang féime (!) Handtuchseite gilt

Sc
Pr’

Sh

12
NU 10 < |Ra < 10

} = 1.078+0.406 |Rd/*+0.040|R4'/*, Ra= Gr x{
dabei sindSh Nu, Ra Gr, Scund Pr die Sherwood-, Nusselt-, Rayleigh-, Grashof-,
Schmidt- und Prandtl-Zahl. Die Grashof-Zahl, welche beuidecher Konvektion die
Bedeutung der Reynolds-Zahl tibernimmt, ist definiert durc

die Warmestromdichig,, welche durch die naturliche Konvektion hervorgeruferowi
und die notwendige Warmestromdiclgteder Sonneneinstrahlung (einseitig!), um das
Handtuch auf der angegebenen Temperatuzu halten. Die Enthalpiebilanz fur die
Anordnung lautet ) .

dH - dT, v x s

— =(C —= = (24w + Gs) LB — mh, ,

3 7 = (20wt ) m
wobei C die Gesamtwarmekapazitat des Handtucheslen verdunstenden Wasser-
massenstrom und, = 2256.5kJ/kg die spez. Verdampfungsenthalpie von Wasser
bezeichnen. Ist die Sonneineinstrahlung ausreichend@rkdastantes ~ 1 kW/m?).
Hinweis:fur die Bilanz tiberlege man sich die richtige Wahl der \@chen der Warme-
stromel!

10
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25. Laminarer Rieselfilm.

Man betrachte die ausgebildete Rieselfilmstromung ltz&kilnnerhalb der Langg dif-
fundiert Stoff aus der Wand- bzw. der Gasumgebung in den.esucht ist:

(a) die Geschwindigkeitsverteilung im Rieselfilm.

(b) die Konzentrationsverteilung im Film beim Stoffubang Wand/Film unter der An-
nahme, dass die Eindringtiefe klein gegenuiber der Filkediast und an der Wand die
konstante Konzentratioty, herrsche.

Hinweis: Aufsuchen eineAhnlichkeitsldsung mittels Dimensionsanalyse.

(c) der Stoffubergang an der Wand in dimensionsloser Flenwng Gber die Sherwood-
Zahl Sh= Sh'Re S¢ in Abhangigkeit der Reynolds- und Schmidt-Zahl. Re Zahl
sei mit der mittleren Stromungsgeschwindigkeit gebildet

(d) die Konzentrationsverteilung im Film beim Stoffubang Gas/Film unter der Annah-
me, dass die Eindringtiefe der in den Film diffundierendemtoonente klein ist, und
an der Filmoberflache konstante Konzentratignherrsche.

(e) der Stoffubergang an der Film/Gas Grenzflache in demF®h = Sh(Re Sg. Die
ReZahl sei mit der Randgeschwindigkeit,... gebildet.

11



26.

) )
Y Y

1 i 7,

- l 1 Umaz S \u \ Umazx

g 5

L| s Film Gas L| = Film Gas

& L

(7] 7]

L QL

Cu €0
/7 AN ‘g jo == ‘g

Al Y

Konvektiver Stoffubergang in einem Rohr.

Durch ein Rohr wird eine zweikomponentige Flussigkeitipef, deren Komponenté tiber
die Rohrwand weitgehend entfernt werden soll. Vor dem &tofficher der Langé ist die
entsprechende Partialdichig,, nachher im Mittelp 4.. An der aktiven Oberflache ist die
Partialdichtep 4,, = 0 (S. Skizze).

Man bestimme fiir gegebenen Flussigkeitsvolumenstroomd DiffusionskoeffizienterD
die Langel des Stofftauschers, wenn,., = aps Mit a < 1 erreicht werden soll und
unter Annahme laminarer Rohrstromung das Stoffubersgegetz in Form der mit dem
Rohrdurchmesset gebildeten globalen Sherwood-Zahl

d 1/3
Sh; = 1.615 (Re Scz)

lautet. Schreiben Sie das Ergebnis ausschlieBlich in dgebgmen GroReV, D und« an!

jAw
A
PAw
v d
Py el e — . — | - .
Y
PAO u - L - ﬁAoo

27. Auflosen einer Kugel in ruhender und bewegter Atmospha

In einem ruhenden Medium sei die stationare Konzentratierieilung um eine sich auflosen-
de Kugel durche4(r) = ca, R/ gegebenkR ist dabei der Kugelradius,,, die an der Ober-
flache herrschende Sattigungskonzentration. Wird digeKhingegen mit einer konstanten

12



28.

Geschwindigkeit: angestromt, findet man (unter den Voraussetzungen fuRdigolds-
ZahlRe < 800 und Schmidt-Zah0.6 < Sc < 2.7) fur den Stoffubergang zwischen Kugel
und Umgebung den halbempirischen Zusammenhang

Sh= 2+ 0.552 Ré/? S/ .

Man bestimme fur gegebene GrolkerD, v = konst., R undca,

(a) die Sherwoodzal8h, fur den Fall der ruhenden Umgebung=£ 0),

(b) die in der ZeitAt von der Kugel abgegebene Stoffmerigg fur beide Falle. Diskutie-
ren Sie den Stoffubergang an der angestromten Kugel imzZ&ak v — 0.

Verdunstung eines fallenden Tropfens.

Ein kleiner kugelformiger Wassertropfen fallt unter wirkung der Schwerkraft durch ru-
hende, trockene Luft der Diche dabei verdunstet er naherungsweise isotherm. Setzt man
schleichende Stromun§e <« 1 voraus, halt sich die Stokessche Widerstandskrgft=

67 Ru und die Gewichtskraft: (Wasserdichte,,) des Tropfens in jedem Zeitpunkdie
Waage. Hier bedeuten die dynamische Viskositat von Luff?(¢) der momentane Trop-
fenradius und.(t) die Tropfenfallgeschwindigkeit. An der Tropfenoberfladierrscht Satti-
gungskonzentration,,, der Stoffibergang wird durch das semiempirische Gesetz

Sh=2(1+0.276 Ré/? S¢/?)
beschrieben, wob&h Reund Scdie Sherwood-, Reynolds- und Schmidt-Zahl bezeichnen.

(a) Geben Sie das zeitliche Verhalten des TropfenradiuBoim einer Differentialglei-
chung an.
Hinweis:man stelle einen Zusammenhang zwischen der zeitlichenhxbeaer Trop-
fenmasse und der Verdunstungsstromdichte an der Obexftish

(b) Berechnen Sie jene Z¢it, die vergeht, bis der Tropfen mit dem urspriinglichen Radi-
us Ry = R(t = 0) vollstandig verdunstet ist. Luftdichje= 1.2kg/m3, kinematische
Zahigkeitr = 1.5 x 10~°m?/s, DiffusionskoeffizientD = 2.5 x 10~°m?/s, Wasser-
dichtep,, = 1000 kg/m?3, Ry = 0.2 mm, ¢,, = 0.026.

Hinweis:

T 24/T 2 2a"3\/x — 1 2 13
/ m doe = a — \/§a4/3 arctan ( \/g — 3a4/3 In (1 +a \/E)

In (1 —a'BP\fr+ a2/3x) + konst.

+3a4/3
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L osungen
1.(a)

Massenkonzentration:c, = Pa

P
pa ... Partialdichteder Komponentey,
p= Zpa ... Gesamtdichte de¥-komponentigen Mischungy= 1, - - -, N),

Nebenbedingung » "¢, = 1

Atommasse, Molékmasse: \mMa = M, u\

M, ...relative Atom-bzw. Molekilmasse
(z.B. naturlich vorkommender Kohlenstoff1 - ~ 12.011)

u ... atomare Masseneinheit 1 u := 1.660 538 921 - 10~%7 kg;
1uentsprichtl /12 der Masse eines isolierten Atoms des Kohlenstoff-Isoté@$sm Grundzustand

Molmasse: | M, = Amyy. |

A ... Avogadro-Konstante, A = 6.022 141 29 - 10** Molekule/mol

b
AV

N, ... Molzahl (Definition der Stoffmenge, mol, kmol)

Massenanteil der Komponente |m, = N, M, | ‘

. mOl . . —Ol
A ay = Me B Ay
SN—— SN——

Pa (Fa t) Ca (Fa t)

¢, ... MoldichteoderMolaritat, ¢ = Z ¢, ... Gesamtmolaritat der Mischung

Q

_ 1 o Cor 1
pa:MaCa E - %:Ma ? ‘Z - Ezpa:ZMaXa
}Z/ a a o _

p =M

P
— C= —
M
o — MOC —
Pa — co(Fot) = —2 X (7,1)
p M(r,1)




(b)

Daltonsches Gesefiir ideale Gase: p = Y p.,

o

p ... Gesamtdruck der Mischungp,, ... Partialdruck der Komponente

thermische Zustandsgleichufig ideale Gase:

R _
pa:paRaT:pamT:CaRT )Z

Ro = R/M, ... spezifische Gaskonstante,

R ... universelle GaskonstanteR = 8.3144621J/(molK), R =Akp

kp ... Boltzmann-Konstante, kp = 1.3806488 - 10723J /K

— p=cRT=p % T
X, = o be
c p
(©)
Konvektions-Diffusionsgleichung fur Binarmischunghassenkonzentrationsdarstellung, (2):
p% :p% +p(17~§)01 = —Vi+o.

Mit
p=p1+p, at+tce=1, U=cth+ct, j=p0 —7),
c=t1+0, Xi4+Xo=1, 0 =X\0+Xoth, J=c(th—10),
M = M, X; + My X,

wird das totale Differential

Ocy Ocy My M,
dep = — dX — dX, = —=dX
1 oX, . 1+ e . 2 [VE 1,
—— —— —dX;
MM — M12X1 _M1M2X1
M? M?
ah. ) M, M, 0X M, M.
€1 MyiVig 1 = Vi =
2T T TER
Aus

'17— 1:(61—1)171+02172:CQ(’172—'171), } ()
7
’(_J’* - ’(71 - (Xl - 1)171 + XQ’UQ = XQ(’UQ - ’(71)

2



folgt

- S N v —v P12 =,
]1—0102(01—02)—P102 X X,
122
weiters mitc, = M, X,/ M undp, = ¢ M, endgliltig
- MM, -,
= Wi 1
Mit der Differenz von(i),
X5 — 5
1_)'—'1_1*:(1)2—1)1)(02—)(2): _2 2 *
01X2
A M, — M,
01X2 EM

undé = p/M wird

Weiters ist Yy ) iYeY
leﬁ< 2 ;) = MM, j* V(ﬁ) + ]1\_426*‘;
M, — M-
1 — 2 S
e VX,
und daher

- My My (M, — M-
lez_ . 2<M; 2)

In Konvektions-Diffusionsgleichung eingesetzt ergilehszunachst

e MMy = -,
VX, + 7 ViT.

MM,y 0X, . -\ MiMs = My Msy(My — Ms)
N g (T 0= M) SR 9x = 2

ijXl— ]1\—4 2Vjik+0'1,

nach Multiplikation mitcA72 /(pM, M) endgultig die entsprechende Gleichung fiir die Molkon-
zentration eines Binargemisches

7DX1 78X1 — o = * * M
C s :cﬁ%—c(v -V)X1=-Vj] +o7, o]:= M1M201.

(d)

Unter Beriicksichtigung voi) _ j, = 0 gilt fir Binarmischungen

1 = —pD1aVey = —jy = pDyy Ve
—Vcl
d.h.
D12 = D21 =D.



2.
Aus (2) folgt mitde/0t =0, 7=0, V — (d/dz)é,, o =0
e
dz?

Die Randbedingungen liefern

=0 — cx)=kz+k

Cs — Co
klz 9
)

als Losung somit ddeeare Konzentrationsprofil

kQZC()u

c(x) = (cs — co)E + ¢ .

J

Diffusionsstromdichte (hier gleich Massenstromdichte!)

o de . .
j= —pDaex =p1(vi€, — U ) =—pD

0

Cs — Co

4]

€y = p1V1 €, = const.

In Analogie zum Ohmschen Gesdtz= U/ definiert man demiffusionswiderstandz, zu

_ p(cs—co)d :é
pD (cs —co) D

Ap

P11

Rp =

3.

Furr; < r < ry ergibt sich die Konzentrationsverteilung

() Hohlzylinder: c,(r) = 4 1“““/17’52;/2)2 In(ry/r)

_rica(ry — 1) 4 rocas(r — 1)

(b) Hohlkugel: ca(r) = o p—




4.

Aus der partiellen Massenbilanz fur das raumfeste KolwvmhimenV' = const

9Pa gy _ —515 el dO +/ oo dV
81& 0 v
folgt mit p, v, = o + paU, U =0undo, = 0 fur ein Binargemisch

8PA

8t dV = — SlngndO.

Unter der Annahme quasistationarer Diffusion ergibt sirith = Jar €., 1 = €, ZUnachst

dpa / dV = —ju(R) </§ do .
At Jy Jo
N—— N——
4T R®/3 47 R?
Unter Verwendung des Ergebnisses von Aufgabe 2 oder 3(bjugidie dinne Behalterwand

0 < R
Jcy 9pa D pa(R+9) — pa(R)

Jar==pD or D5 or )
Mit der thermischen Zustandsgleichung fur ein ideales @msden Randbedingungen
M R
pa = DA = EA(R)ZpA( )ISPA, pa(R+6)=0

RT’ M,

erhalt man

dpA_ 3RTDS
T - / -dt, / ~dpa

bzw. nach Variablentrennung und Integration

Ro
3RTDS

mit der charakteristischen Zeitkonstante(vgl. Entladevorgang).

pa(t) = pao exp (—t/7), 7=



5.

Aus der partiellen Massenbilanz (2) folgt fur eindimemsike, stationare Diffusiorog, /ot = 0,
v =0, V = d/dye,) mit chemischer Reaktion erster Ordnung= —k; c4 (k1 = const) fur die
Konzentratiorn, (y):

dch kl —m m
=—ca — calyy=ae™+pe™", «,f..const
dy? pD
~—
m2

Aus den Randbedingungen (undurchlassige Wang bek)

dCA
CA 0) = CAQ » I =0
(0) = cao 3y s
wird
ems e—ms
o =Ccypy ————, =Cyyg ——,
AO e—ms + ems /B AO e—ms + ems
d.h. s
_ 0 m(2s—y) m
caly) = e 1 [e Y4e y} )
Fur die Diffussionsstromdichte folgt daraus
ja = —pD% €, = Cao T [em2s=v) — emv] ¢
dy Y e?ms + 1 Y



7.

Ausgehend von der partiellen Massenbilanz (2) unter deeAnre eindimensionaler, instationarer
binarer Diffusion ohne Konvektion/(= 0) folgt fur konstante Stoffwerte die Diffusionsgleichung

ca _ pp0ca
ot 0z

Mit dem Separationsbzw. Produktansatz

ca(x,t) = X(x) T'(t)
ergibt sich daraus nach Variablentrennung das Eigenvadatigam

1drr D d2X

— —— =—_ —— =-)\D

T dt X da? ’
wobei) denSeparationsparametederEigenwertezeichnet und das negative Vorzeichen gewahlt
wurde, um beschrankte Losungen tir— oo zu gewahrleisten. Losen der beiden gewohnlichen

Differentialgleichungen fuhrt auf
ca(z,t) = (Asin Az + Bcos Ax) e NPt
Aus den beiden Randbedingungen
ca(0,t) = ca(L,t) =0

erhalt man
mT

BZO, Sln)\LZO — )\:)\m:T, m:0,1,2,"‘,

d.h. unendlich viele, diskrete Eigenwertg. Wegen der Linearitat der Diffusionsgleichung wird
dasSuperpositionsprinzipur Bestimmung der Gesamtlosung herangezogen (Darsgedler Lo-
sung als Fourier-Reihe):

. mnr _m 7r2Dt
ca g A,, sin e 1z .
L
m=1

Dabei werden die Entwicklungskoeffizientdr), uber die Anfangsbedingung

. ommx nww
A(z,0) = ca0 = E A,, sin ‘/ sm—dx

durch Verwendung dedrthogonalititsrelationerder trigopnometrischen Ortseigenfunktionen
(6,.m bezeichnet das Kronecker-Symbol)

L _
L 1, n=m
CAO/ Sln@dx—ZA /sinmﬁxsin@dx——/ln, 6nm:{
Jo

L 2 0, n#m

Ly =

nm



bestimmt:

4
5 CAO’ n=135,---
nm
0’ n:2’4’6’...

Die an die Rand- und Anfangsbedingungen angepasste Gésangllautet daher

depon 1 (204 Dme _ewpen,
CA(x’t):an:%@nH)sm r ¢ 7 o Oszsl



8(a).

Die allgemeine Losung von
dca _ ppOea
ot 0x?

ist (s. Bsp. 7)
ca(z,t) = (Asin Az + Beos Ax) e NP + o + fx.

Unter Beruicksichtigung der Randbedingungen

3a(0,8) = ja(L,t) =0

ist mit 5
% = AMAcos Az — Bsin Az) e ¥Pt 4 3
Qal  _jae¥iig_0 — A=0, §=0,
ox lz=0
Jeal L ABsmALe NP =0 - smAL=0 — A=A,="T =012
833‘ =L L

[e.9]
mnr _m2z?D,
t):E By, cos 7 ¢ T 4.

Aus der Anfangsbedingung

1, 0<z<a >
CA(I’,O):{ 0 }:ZBm cos
) m=0

sonst

wird unter Verwendung der Orthogonalitat der Winkelfuoken

L % L L
/0 ca(z,0) cosn—zxdx: ZBm/o cos mzx cos%dija/O cosn—zxdx

J S (& J/

L v nmwa L:; L v
— SN ——— — — SIinmw
nmw L 2 nm
2 /1
Bn:—<—sin@——smnﬁ) By =2 ——a)
T n
und daher
7L27\'2
BO+Z— smmcos?e_ Lth—i-oz.
Bestimmung vornv (Normierung):
(i)
ca(0, 0)_1_BO+Z— Sm?m - a:% (— By =0)

\ -
v~

1—

@
L



(ii) aus der integralen Massenbilanz:

d L
dt/pAdV_ ggpAﬁAﬁdO—l—/aAdeo — p/ cadx = const
Jv Jo

0 0
d.h. "
1'a:CA|t—>ooL - CA|t—>oo:Z:aa
damit endgultig
n27'r2
= —+Z— sm@cosn—zxe L2 Dt
(b)
Fur Gemische idealer Gase gilt
R
o omT = a—T: aRaTa
Palpa;T) =p A P

p:P%T:;pa:T%:PaRa:PT anRa

)

«
—_——

Sk

und daher fiir das chemische Potential

- 7—\)'Mischung,v

to = CoaL + Ugo — T (oo N T — Rylnp — Rylney + Sa0) + RaT -

Die Entropieproduktionsdichte (8) reduziert sich auf

=Yg ()

1 80,4
1—cy Ox

bzw. 5 5 o )
| Y (HaA BB\ | _ _JA O\HA — IB
pos = [3A8m<T)+jBa (T)] T oz
Mit
— 1
M = 0 (TRAIIICA—TRBlnCB) T RA—%—FRB
ox oz cy Ox
und 5
c
Ja=—pD 5
wird

2
ox ca 1—cy

10
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Berechnung der (Misch-)Entropie aus der integralen Bifanzin raumfestes Kontrollvolumen
d d L L
&S(t) = &/0 psdx = —‘750 QmidO%—/O posdx
—_——

(i) Uber die Entropieproduktionsdichte:

(ii) direkt:

L L L
S(t) = / psdr = / (pasa+ ppsp)dr = p/ (casa+ (1 —ca)sp)da
Jo Jo Jo

Sa = Coo INT — RoyInp — Ry Incy + Sao

L
S(t):p/ [CA(CUAIHT_RAlnp“‘SAO)—CARAIIICA
Jo
+(1—ca)(copInT —Rplnp+ sgg) — (1 —ca)RpIn(l —ca)|dx.

Die MischentropieAS folgt unter Beruicksichtigung der Anfangsbedingung, deaanaren End-
zustandes

t—o00: QHO Gy =0, cq— -
. dt ) POs ) A I
und
S(0) :p[(chlnT—RAlnp—l—sAo)a—l—(chlnT—RBlnp—l—sBo)(L—a)] ,
S(t — o0) :p[(chlnT—RAln(%)—RAlnp+sA0)a
+(copInT — RpIn(1 — %) —Rplnp+ spy) (L — a)}
ZUu

AS = S(t — 00) — S(0) = —pRAaln(%) — pRy(L—a)ln(1- L) >0.

Speziell ist fura = L/2 unter Verwendung voR /M = Y, caRa = Rasischung

L
AS = P 5 In2 (RA + RB) = pL In2 RJ\/lischung .

11



:,U 2 > — C . mmx _m27'r2D
ca(w,t) = cao + (car — cao) f p Z A0 sin 7 e 1z !
'm27'r2 L /
+— Zsmmzxe Dt‘o f(x')sinmﬂx dr’, 0<ax<L
10(a).
4py 1 . (2n+ 1)mx _ent1-?p,
t) = =
pf(l’a ) Po p nZ:O (2n+1) sin 5T e aL?
(b)
my=pol, AL="01L
Ps
11.
SpA 2SpA 1 mnx 2x2D ,
t) = - 2
calet) == +7rmzlm L ¢ !
D
I Sp.A/)
Joo
12.
2 - - 1_ _1 m m27r2
c(z,t) =c1+ (ca — 1) % ;mZ:l@ a ;Co[ (=D)"] Sinmgxe_ Tt

12



13.

Gesucht ist die Losung von

9pa - D Ppa

ot ox?
in einem unendlich ausgedehnten Medium. Dazu bietet sibeméerMethode der Greenschen
Funktionen(siehe einschlagige Literatur) eihnlichkeitsansatz

u x
palz,t) =t f(n), n= W a,b = const

an. Mit

P pa

O0x?

aPA .

a—1 a—1, ¢/
A —ar -t

— ta—be//

erhalt man
ta—l (CLf o bnf/) o Dta—%f// _ 07
d.h. die Forderungem beliebig und> = 1/2. Die gewdhnliche Differentialgleichung fifr lautet

af=3f =D =0

mit der Losung (z.B. Mathematica):

=

Sl

1 1 2
f(n) = {Cl H—1—2a< + o1 F (2 +a;= 5 ID)} iD | 1, Co = const.

L)
2v'D
(H,(2)... Hermite-Polynome/F (a; b; z)... Kummersche konfluente hypergeometrische Funktion)
Fallsa = —1/2 (Forderung nach Beschranktheit der Losung|filr— oo), folgt mit Hy(z) = 1,
1F1(0;0;2) = 1, ¢4 + ¢ = C und der Beachtung der Translationsinvarianz- = — 2’ die
Fundamentathsungder Diffusions- (bzw. Warmeleitungs-) Gleichung

C @22
pA(l',t) =—z€

Vit

(@)

Nach der integralen Massenbilanz (s. Bsp. 8(a)) gilt

ma :/_ pa(x,t)dx = const = \[/ dx

Mit der Substitutiort = (z — 2’)/v4Dt, dz = 2v/ Dt d¢ folgt daraus

_20\7/ e*" dé = 20VrD C =

e . -~ 2\/7rD
E/—/
NG
d.h.
my  _(z—a’)?
’t e 4Dt
pa(,?) 2vnDt ‘

13



(b)
Aus einer beliebigen Anfangsverteilupg(z,0) = pao(x) lasst sich aus der Fundamentalldsung

Uberdma = pao(2’) da’ durch Superposition (entspricht hier Integration) dietiBitichtevertei-
lung zu jedem beliebigen spateren Zeitpuhkt 0 gewinnen:

1 o (e—a’)?
xr,t) = 2)e” it da’.
pa(e.t) = s [ ()
(c)

Fur die gegebene stufenformige Anfangsverteilpn@r, 0) = pao = const fur = < 0 wird daraus

pao [0 w2
z,t) = e~ da’,
pa(,1) 2VrDt J—

nach Substitution = (x — 2’)/v4Dt, da’ = —V/4Dt dn weiters

S

2 2 \V4D
unter Verwendung ddtehlerfunktionerf(z) bzw. komplemerétren Fehlerfunktiorerfc(x):
erf(x) : / - dn, erfc =1—erf(z), erf(—z)=—erf(x).
v (z) := () (=) ()

Endglltig ist

palx,t) = @erfc< ’ ) ,
2 V4Dt

WonaChpA(07 t) = pA<x7t - OO) = PAO/Q-




15.
Zur Losung der Diffusionsgleichung

opa - 9pa
o~ Pae

im Halbraumz > 0 wenden wir dieLaplace-Transformation

palap)i= [ e Mpalait)de
J0

an und erhalten unter Verwendung von partieller Integratiod Beriicksichtigung der Anfangs-

bedingung
o0 a [ee]
/ et 2PA dt = pye? +p/ e P pydt,
Jo 8t 0 Jo
—PAL DA
o PA A bl P pa
D/ pt DW/ eptpAdt:D_axQ 5

die inhomogene Gleichung
62
D— 5 ~PPa=—par.

Aus dem Ansatz fur die homogene Gleichyng = k e?* folgt ¢ = £+/p/D, d.h.
pan = ke VPP 4y eVPIPT,

wovon k, = 0 wegen der Beschranktheit der Losung filr— oo gesetzt werden mul3. Fur die

inhomogene Gleichung setzt man = k, e~ VP/P% 1 C und erhaltC' = p,, /p. Aus der (trans-
formierten!) Randbedingung folgt

pa0,p) =20 - klzipAO;pAl

und damit fur die Losung im Laplace-Raum

—\/p/Dx pat

pa(z,p) = (pao — pa1) .

Laplace-Rucktransformation (s. Tabelle) fuhrt auf chd@iiltige Losung

X
pa(x,t) = par + (pao — par) erfe <—) :

V4Dt

Die Diffusionstromdichte an der Wand= 0 ergibt sich aus dem Fickschen Gesetz zu (s. Bsp. 18)

- 3pA D
JA o |oof (pao — par) 1/ —¢

15
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18(a).
Nach Bsp. 15 ist

ps(x,t) = psoerfe (L) .

V4Dt
(b)
Die Diffusionstromdichte an der Phasengrenze ist
- o dps _— 0 z o
Js(0,t) = 9 oo = Dpso pe erfc (\/ﬁ) G
mit Hilfe der Ableitungs-Formel fur die Fehlerfunktion & 0)
d 2
T erf(z) = N e
erhalt man mit = =//4Dt
0 x 0z 0 fe(2) e~/ (4DY)
— erfc = ——erfc(z) = ——F7——,
Ox <\/4Dt) Ox 0z VDt

d.h.

- /D
.]S(O?t) = Pso E €y -

Bestimmung der Schichtdickenabnahme tiber Massenstobitediurch Phasengrenze:

5 dL
] Ot: 5_'3: S__)Z’7
75(0,t) = pss Us = pg ke

t /
dL _ pso | D . AL(t):pSO /2/ dtr’ 2pso ﬁ
de PSs mt PSs ™ Jo \/? PSs m

17



Diffusion (Warmeleitung) irkugeltrmigenGeometrien: gesucht ist die Losung von

dpa
— =DA
ot PA,

dabei gilt fur den Laplace-Operator in Kugelkoordinaterd, ¢):
10 0 1 0 0 1 0?
A=——(r*=— ——— — [ sinf — —_— .
r2or <T 07“) * r2 sin @ 00 (sm@ 89) * r2sin? 0 Op?
Unter der Voraussetzung vétadialsymmetri¢keined, o-Abhangigkeit) ergibt sich

dpa 20pa | 0%pa
ot _D<r0r+8r2 ’

und nach Variablensubstitution
u(r,t) =rpa(r,t)
schlief3lich 5 o2
u u

—_pD-_

ot or?’
d.h. die Gleichung fur den ebenen (“eindimensionalent). Bz kbnnen somit die dort gewonne-
nen Ergebnisse hier verwendet werden, dabei missen dangs{ und Randbedingungen auf die
Variableu entsprechend transformiert werden.

19(a).
R r—R
r,t) = + — — erfc , >R,
pa(r,t) = pa . (pao — pa1) <@)

®) 0 1 1

= PA o o

R.t)=—D - r = D - 5 L
im0 =D %A & =D pm) 5+ 25 )
D (pao—par) [t [t
AR(t) = ——F— 2 | — + 24/ —
( ) PAs R * D

20(a).

o 2RpAO > (_1)TL nmr 7L27\'22Dt

pa(rt) = pao + o= nz::l osin—-e R
2222 R /
+i smﬂe R2Dt/ r'f(?“')sinmw dr', 0<r<R
TR —) R 0
(b)
2R > —1)" . NTr _=»2z%D
pa(rt) = pao + (pao — pa1) — ) sin e !
rmA= o n R

18



21.

Anfangs- und Randbedingungen sind durch
T(x,0) =Ty, T0,t>0)=T<T., T(xr— o0o,t)— T

gegeben, bei inkompressibler Betrachtung gilt fur diegpehen Warmekapazitaten fur feste und
fluide Phasen
Cp=Cyp =C.

(a) feste Phaséindexs)
Die Leistungsbilanz (5) vereinfacht sich mit Hilfe des Feuschen Gesetzes zu

T 0*T, As

- as 9 a’s - 9
ot Ox? PsCs

worin a, die Temperaturleitfahigkeit oder Temperaturleitzatediehnet. Unter Verwendung der

dimensionslosen Temperatur
T-—1T

T T,-Th
und derAhnlichkeitsvariablen (vergl. Bsp. 13)

T*

T

s = vAadagt

erhalt man
d*T N dT
dﬁ? I dns

aus der Randbedingunig (ns = 0) = 0 weitersc, = 0. An der fest-flissig Phasengrenze= h

gilt T = T,, woraus
h
17 =cyerf ( ) = const.

=0 — TI(ns) =crerf(ns) + ca,

Vaagt
und somit h -
= = t. h t) = 4 st7 = <
NTH] v =const. >0, h(t)=vV4a ¢ oo

mit einer noch zu bestimmenden Konstanteiolgt. Fur diePhasenfrontgeschwindigkditerhalt
man
. dh a
h=—= .
a 'V

Zur Bestimmung der Geschwindigkeif der flissigen Phase verwendet man jeéyrgamische Ver-
traglichkeitsbedingungn der Phasengrenzflache (Dichtesprungstelle), welchéewuintegralen
Massenbilanz folgt (hier 0.B.): die Stetigkeit der Massmmadichte an der Sprungstelle liefert

(b) flussige Phas@éndex f)

Pr—Psj

os(us —h)=prlur—h) — wuy=
( ) = pslus —h) f py

0

19



Aus der Leistungsbilanz (5) erhalt man
DTy oty OT; Ty
f— )
PrCf

Dt WJFW ox 4 ox? '

bzw. unter Verwendung vom; und derAhnlichkeitsvariablem; = x//4at

42T - 7}
(o, —oy =) [\ UF
dpz "\ d
ur P ar Ny

- Fs ag
T = ket (ny o )[R

Py ay
Aus der Fernfeldbedingurif; (n; — oo, t) — 1 ergibt sich daraus, = 1 — k;, d.h.
Tf(nf)zl—klerfc<nf_7M g) .
Pf ay

An der Phasengrenze= h gilt wiederT = T, oder
h - Ms S
T* =1 — kyerfe (e =p) fas )
VAagt Pf ay

woraus mit dem Ergebnis filr nach Vereinfachung

k= (1—T)erfc™! (7&, /%)
Py y ar

folgt. Zur Bestimmung von verwendet man wieder eine dynamische Vertraglichkedtistgring,
welche aus der integralen Leistungsbilanz fur die Phasangstelle ermittelt werden kann: es gilt
(0.B.) fur die Warmestromé& = ¢ ¢, und die Erstarrungsenthalpig an der Stellec = h

qdr — gs :pstha
bzw. mit dem Fourierschen Gesetz

T

s o = shhe~
€T lx=h ox P

r=h

Setzt man die Ergebnisse filf und 7 ein, ergibt sich nach Vereinfachungen die transzendente
Gleichung

6_’y2 (TO - TE) )‘f s 2 s P2 -1 < Qs Ps)
- ~—./—exp | =y —= | erfc \/—— | =v7Ph,
erfy  (T. —Th) A\ ay PATT ag p; 7 af py W

fur v, welche i.a. numerisch gelost werden mul3. Hierin bezeithh die Phasefibergangszahl

he 1

Phi= —— = —
Cs(jﬁ8 - Tl) Ste7

20



welches das Verhaltnis von spezifischer Erstarrungski¢hand der Differenz der spezifischen in-
neren Energien des Festkorpers bei Erstarrungstempé&tatund Wandtemperatuf; ausdrickt.
Der Kehrwert vorPh wird Stefan-Zahl Stgenannt.

(c) Frieren von Wasser

Mit den gegebenen Zahlenwerten erhalt mae= 1.149 x 10~ m?/s,a; = 1.440 x 10~ m?/s und
Ph = 31.8, aus der Bestimmungsgleichung fii(z.B. mit FindRoot in Mathematica) folgt

v~ 0.1159.

Fuhrt man in der Bestimmungsgleichung fiidie Abkiirzungen

T _Te )\ S s Ms
o= BTN Jas goer o [BPs o6
(Te = Th) As \ af ar Py

ein, dann lasst sich fiy < 1 die Naherung (positive Losung der entwickelten Gleighem-
schlieBlich Terme vo®(~?))

3ym
3a + +/9a(a + 4b) + 6(1 + 3Ph)7

~ ~ 0.1161

angeben. Fur - wie im vorliegenden Fall - groRe Werte des@izbergangszakRh > 1 laf3t sich
daraus durch Entwicklung weiters der einfache Zusammenhan

1 a
v~ - +O(Ph™3/?)~0.118 (y< 1, Ph>>1)
Vv2Ph 2y/7Ph
2Ph 27
0.1254

gewinnen.
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22.

(a) Unter Verwendung der Materialgesetze (FourierschesHirksches Gesetz, Reibspannungs-
tensor fur Newtonsches Fluid)

oT . dc , Oy ov;  0Ov;
8@- y  Ji — pD 8@ ) Uz’j =p 8.Tk 513 H <8.TJ + 8@)

¢ =—A

gilt mit den getroffenen Voraussetzungen und Annahmeiacost”
e statioraire Verhaltnisse:

b_o. .9
Dt ot U ox
0

e inkompressible Siimung aus globaler Massenbilanz (3) folgt

Dp . an o ;o an a'Uj
E_O - 61’1—0’ Uij_“(@xj—i_@xi ’

e keineaulleren Kafte (z.B. Schwerkraft) sowigeine chemischen Reaktionen

ca=c, cg=1l—c, ja=j, jp=—j, B=

e ebene Stimungsverdltnisse da sich FeldgroRen hauptsachlich in Stromungsriahtund wand-
normaler Richtung, aber nicht quer dazu (Spannweitenngijtandern:

() () ()

Damit ergeben sich die vereinfachten Grundgleichungedgifnrensionsbehafteter Darstellung) zu:
partielle Massenbilanz (2)

. 0c __0c _ 0 (=~O0c .0 [ = 0c
g+ =i (D3) +og (07
globale Massenbilanz (3)
@ + @ =0
0r  Jy ’
Impulsbilanz(Navier-Stokes Gleichungen)

__Ou __0u ap 0 _ou o |.[ou 0v
T: PU=+ Pl =—a+ o | 2052 )+ 52 | +—11,
0z ay 07

or | 0% O g | O
cos 0 00 0p 0 (00 ouNl 0 ([, 0
Yoo P TP T Tag oz |M\8: T a5 a5 \“"ag )
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Leistungsbilanz (5)
o O O 0p 0p |, (00T, (00N (0 0v)®
Pertar TP a5 " Yar Yo M |“\ oz En a7 | oF

o (~oT o (-oT -0 -~ 9\, -
— | A — [ A —\Je=—=+7Jy== ) (ha—hp).
"oz ( a:z) 55 ( 8@)) (j a5 8y)( A= hs)
In der Leistungsbilanz ist der Enthalpiediffusionsterrgeygiber dem Warmeleitungsterm bei
erten Gemischenwie im vorliegenden Fall - i.a. vernachlassigbar. Beigieeenden Gemischen
trifft dies nicht zu, die Enthalpiedifferenz. 4, — hp) ist dann von der GrofRenordnung der Reakti-
onsenthalpie, welche betrachtliche Werte annehmen ka@h,

Im Folgenden fuhren widimensionslose @Gf3enmit Hilfe von fur das Problem charakteristischen
Bezugsgrofien ein (Index ... ReferenzgrofRe, Index ... WandgrofRe):

T-Ts T—Tu
9: = y ﬁ:f
0 Ty — T
Cbzmzc_cooa ¥ = C_COO’
PB Cyw — Cxo
xzf, y:g\/Re, u:i, v:~ivRe,
L L Uoo Uoo
D~ Poo p _
~9 _~__]-7 ==,
PoolZ Poo fioo
¢ D
Cp:~cp7 = =
CPOO Doo
~oo~oo[~/ ~oo~oo T ~oo
Re:= > > 1, pr.— K% , Ec::%, Sc:= ~M~
Hoo )\oo Cpoo (Tw - Too) pooDoo

Da wir an der Beschreibung der Vorgange im wandnahen Bemé Stromung (der diinnen
Grenzschicht) interessiert sind, haben wir die fur lameratromung gultig€srenzschichtskalie-
rung in der wandnormalen Koordinatg und Geschwindigkeit beriicksichtigt. Sie tragt dem
Umstand Rechnung, dass fiir die GrenzschichtdickeL //Reund die wandnormale Geschwin-
digkeitskomponente innerhalb der Grenzschicht .. /v/Refiir Re > 1 abgeschatzt werden
kann. Unter Verwendung delimensionslosen Kennzahlen Reynolds-ZahlFRandtl-Zahl Pr,
Eckert-Zahl Eaund Schmidt-Zahl Stauten die Grundgleichungen in dimensionsloser Form:
globale Massenbilanz:
ou  Ov

a—x‘Fa—y:O,

Impulsbilanz:

T U%—F 8U_ @+i 22 a_u _|_£ @ _|_£ a_u

' Ox dy or ' Re| oz \M' oz Ay ey dy a oy )’
L[ 1RO (o) L oy (o
V" Rel|"ox U@y Oy oy M@y Redz \" oz Ox M@y ’
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Leistungsbilanz:

oY oY op ov\
ucp%—i-vcpa—y—EC(u%—i-va—y) = Ecp

2 (ou\' 2 (00" (0w 1 ov)*

Re \ 0z Re \ 0y Oy Reodx
ReProz \' Oz Proy \ oy /)’

partielle Massenbilanz:

do e L0 (pae) 10 (0
u8x+U8y_ReSQ9x (Dﬁx)+808y (Dﬁy '

Die Grenzschichtaherung(fuhrender Ordnung) besteht nun darin, den GrenzibgrBan— oo
zu vollziehen, es resultieren fur die Beschreibung den@ehichtstromung, der Temperatur- und
Konzentrationsgrenzschicht digandtlschen Grenzschichtgleichungen

globale Massenbilanz:
ou Ov 0

oz "oy

Impulsbilanz:
8u+ ou —@Jrg @
Ox dy  Oxr Oy 'uﬁy ’

y: =0 — p=p)

Leistungsbilanz:

@4_ @_EC % 2_|_ @ —|—i2 )\@
Yo gy TV oy K oy e Proy \' oy/’

partielle Massenbilanz:

dp dp 1.0 dp
u@xj”)@y ~ Scoy <D 8y>'

Die fur die Losung notigeRandbedingungelauten an der Wand
y=0: u=0, v=v,, v=¢p=1,
und im Fernfeld (Grenzschichtrand)
y—oo: u—Uy(zr), 9—0, ¢—0.

Die Forderung:(z,0) = 0 wird Haftbedingunggenannt, die hier noch unbekannte Graf3ér)
bestimmt den Stoffstrom durch die Oberflache ufd, y — oo) — U, (x) wird alsAnpassungs-
bedingungan die reibungsfreie AuRenstromung bezeichnet. Fur deihg benotigt man weiters
‘Anfangsbedingungen’ fur die GrolRen v, ¥, ¢ z.B. an der Stelle = 0.

Wie man aus der Impulsbilanz fur dieRichtung sieht, ist der Druck uber die Grenzschichtdicke
konstant. Der Druckverlayf(z) stimmt daher mit jenem der reibungsfreien Au3enstromung a
der Korperoberflache tiberein und lasst sich aus derddirGleichung fur die Wandstromlinie
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bestimmen:

U - U? d
p+p— =const. — p-+ — = const. —
2 2 x
dp dU, dp dUu,,
@JFU“’ dz =0 = dz Vo dz

Der Druckverlauf ist somit von der AuRenstromung aufgegprd.h. fur die Grenzschichtrechnung
als bereits bekannt vorausgesetzt. Die Grenzschichhglegen stellen somit ein gekoppeltes,
nichtlineares partielles Gleichungssystem zweiter Ongdrfur die Geschwindigkeits-, Temperatur-
und Konzentrationsverteilung (Unbekanntev, ¥, ¢ in Abhangigkeit vone, y) dar, welches i.a.
numerisch geldst werden muss.

Wie aus den Grenzschichtgleichungen leicht ersichtlichnigiss bei der vorliegenden Problem-
stellung fur einéAnalogie zwischen @Wme- und Stoifbertragunggelten (Vergleich von Leistungs-
und partieller Massenbilanz):

Pr=Sc, Ec=0, ¢ =1, A=D,

d.h. die numerischen Werte von Prandtl- und Schmidt-Zaldsai Ubereinstimmen, die Eckert-
Zahl (Dissipation) muss hinreichend klein sein, die spedie Warmekapazitat muss konstant
sein, die (dimensionslosen!) Werte varund D sowie die Rand- und Anfangsbedingungendir
und¢ mussen gleich sein.

(b)

Fur die weitere Betrachtung wahlen wif = A\ = ¢ = D = 1, d.h.konstante Stoffwerteso-
wie Ec = 0, und suchen nacAhnlichkeitsbsungerder Grenzschichtgleichungen, d.h. weiteren
moglichen Vereinfachungen. Zu diesem Zweck wird zunﬁdhsStromfunktionﬁ(i,g) mit der
bekannten Eigenschaft

A
eingefuhrt, entsprechend in dimensionsloser Form:
VRe - %) 9]
p=X85 L Mo, X,
L Ox dy

Damit werden die Grenzschichtgleichungen zu:
globale Massenbilanz (sie wird durch Einfuhrung vordentisch erfullt):

0% B 0% _0
oydr  0xdy
Impulsbilanz:
. o 0% _8_w02w_83¢_U du,, _0
© Oy oyox  Ox Oy Oy Yode
Leistungsbilanz:
000 _9wo0 1
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partielle Massenbilanz:
Moy oo 1 PPy

Der Ahnlichkeitsansatiautet

¢($ay) 3 _ 79(‘7:7y> ~
@ " 0w e YT 0w

77:%, f(n) =

mit der Ahnlichkeitsvariablem und den zunachst beliebigen Skalierungsfunktiofen, 9 ()
und ¢ (), welche aus der Forderung bestimmt werden, dass die Stnétida f, die Tempe-
raturverteilungd und die Konzentrationsverteilung nur mehr von deAhnlichkeitsvariablem
abhangen sollen. Damit wird bedeutet Ableitung nach dem jeweiligen Argument)

o df on , oy "
= =4U, =U, [, = oU, Uso'nf",
9 an 8y floov=—gn = )+ Und'nf

7
82w ! / 5/ " azw Uw " 83¢ U'LU n
8xay_Uwf_Uwg77f ) 3—y2_7 ) 8—y3_ﬁ s
ov o , A 09 Uy 5, 0% _UN oy,
gr = Vv 5V I, w3 e

d.h.
Impulsbilanz ¢):
f" 4 £ (Uw 86+ 0°U,,) + (1= ) 8°U,, = 0,
Leistungsbilanz:
U062
Un

0"+ (6U,) s Pr f 0 — Prfd=0,

partielle Massenbilanz:

/ 2
& (5U)5Scf¢'—M8cf'¢>:0
YN

Fur Selbs&hnlichkeitmuss gelten
Uy 68" + 8*U!, = const =1, §°U., = const

/I S2 !/ S2
UwﬁN 0 = const , LUSON 0
Un ON
d.h. unter diesen Bedingungen erhalten wir gewohnliclie@intialgleichungen. Die willkurliche

Wahl der Konstanterr¢nst = 1) in der ersten Bedingung legtz) eindeutig fest.

Ist die reibungsfreie AulRenstromung (Potentialstrog)wine sogenannteeilstromung fur die

(0U,)'d = const ,

= const

Up(x) =az™, a,m = const
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mit dem Keiloffnungswinke2mr /(1 4+ m) gilt, erhalt man

2
_ A a-m)2
o(z) Y x

Y

und damit weiters
Iy(z) x 2P,  on(x) o z?
mit Werten vonm, p und ¢ in einem bestimmten Wertebereich. Damit erhalt man figr @e-

schwindigkeits-, Temperatur- und Konzentrationsveutedl die Falkner-Skan Grenzschichtglei-
chungen

f///+ff//+ 12m (1_f/2) _

2p -
0"+ Pr (0 — ")) =
+Pr(f +mf ) =0,
2q
I S A/_ ! ~ —
¢" +Sc(fp 1+mf30) 0

mit den Randbedingungen
n=0: f=fu, f=0, d=p=1,
n—oo: f—=1, 9=p—0
e Impuldibergang

Zur Berechnung der Reibwiderstandskraft eines KorpedemStromung integriert man tber die
lokale Wandschubspannurig (~ 7, [,0), in dimensionslosehhnlichkeitsdarstellung tber den
lokalen Reibungsbeiwett,

Tw (8@/8@)|g:0 QUwf” f// -
= — = ... = w — /2a3(m + 1 ETD )/27
cr(x) puOO/Q 502 /2 5 JRe ad(m ) \/_e

[ = (d*f/dn?)|,=o ist dabei der numerisch zu bestimmende Wert der Wandschohspg.
e Warmeibergang

Aus der Definition L

§— 9 T—-1T,

In (Tw — Too)xf”

lasst sich mit der Randbedingung an der W&((ﬁi) = 1 entweder konstante Wandtemperatur

Tw(z) =const. — p=0,

oder nach Ummterpretaﬂo{Tw — T)a? = (T,(%) — T») (die Bezugstemperaturdifferenz ist
damit(7,,( = L) — Tw), [7], S.161) konstanter Wandwarmestrom
Guw(x) = const. : = )\ or = .. .= ATy — Too) a(m;— D \/R_E(—I%}) p(Zptm=1)/2

8y y=0 N E
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1-m
— p=—

2

vereinbaren. Fur den Warmeubergang folgt mit der Dedinitler (lokalen) Nusselt-Zahl Ndas
Ahnlichkeitsgesetz

. (m—1)/2
wl 1 A z )
Nu— el A ED) e
MNTy —T) 2 1, Guw = const ,

T,, = const ,

d.h. es gilt i.,a.Nu = Nu(z,Re Pr). Fur die konkrete Bestimmung der Nusselt-Zahl benotigt
man neben der Kenntnis der reibungsfreien AuRenstromung)(die numerische Losung der
Stromungsgrenzschicht (Stromfunktigh sowie der Temperaturgrenzschicht (Temperaturvertei-
lung 7, insbesondere den Temperaturgradienten an der Wane dv /dn|,—).

e Stoffibergang

Wir betrachten den Stoffibergang (die Verdunstung an dandAin y-Richtung) unter der An-
nahmeeinseitiger DiffusionAus der Definition der Schwerpunktsgeschwindigkeit fiiw Binar-
gemisch (hier: Wasserdampf-Luft) und dem Fickschen Gewddgt fur die Komponente iny-
Richtung:

PO = pala+ ppip = pa(ta —0) +patd + pp o — (p—pa)0=ja+ (p— pa)ip
—_— ——

jA P — PA
~ ~ jA ~ ﬁD aCA - D aCA
— V=Vp+——= =Up— ———= 5= =Up— - -
p— pa p—pa 0y 1 —ca 0y

Einseitige Diffusion ist durchhy = 0 charakterisiert, die Auswertung obiger Beziehung an der
Wand fuhrt auf di€eckert-Schneider-Bedingurigr die Schwerpunktsgeschwindigkeity(= ¢):

. D e
Uy = — A~ s
1— ¢, 0y ly=0
bzw. in dimensionsloser Form
Gy — Cx CL(TTL + 1) ~l q+(m—1)/2
" T Se(1— ey 7 ()T '

Der Vergleich mit
vy = —(0Uy) fup o M=/

fur selbstahnliche (Falkner-Skan) Grenzschichtestlagr nur
q=0 — ¢, =const,

d.h. konstante Konzentration an der Wand zu. Fur den 8ieffjang erhalt man daher mit der
Definition der(lokalen) Sherwood-Zahl StasAhnlichkeitsgesetz
Juwl 1
Sh = — J = a(m + 1) VRe(—¢, ) xm=V/2 ¢, = const,
pD(cy — Coo) 2
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i.a. alsoSh= Shiz, Re Sg.

(©)

Die reibungsfreie AuRenstromung um eine diinne, nictestadite Platte liefert/,,(z) = 1, d.h.
a =1, m = 0undd(z) = 2. Fir konstante Wandtemperatil;, (p = 0) und konstante
Wandkonzentratiow (¢ = 0) reduzieren sich die Gleichungen zur Berechnung der Sings,
Temperatur- und Konzentrationsgrenzschicht weiter:

Impulsbilanz (inz-Richtung),Blasius-Gleichung

fm_l_ff”:()v f(O):fw, f/(O):O, f(n—”)O)—’L

Leistungsbilanz:

~

V' +Prfd =0, 90)=1, J(n—o0)—0,
partielle Massenbilanz:
P +Scfe =0, ¢(0)=1, @(n—o00)—0.

Impuls-, Warme- und Stoffiilbergang sind unter den gegetbh&gdingungen daher durch

_ 28 _VRe _VRe,
ci(z,Re) = T TR Nu(x,RePr)—E(—ﬂw), Sf(:c,ReSC)—m( Guw)

charakterisiert. Numerische Rechnungen liefgfrr 0.4696 und in der Grenze vernachlassigba-
ren Stoffstromes durch die Warnfd — 0, [7], S.162:

b=Pr, Sc —0 \01\0.7\ 7 ‘10‘—>oo

H
H 0.798 b'/? ‘ 198 ‘ 0.4139 ‘ 0.9135 ‘ 1.0297 ‘ 0.4790'/3
(d)

Einige Stoffeigenschaften, welche bei der Betrachtungv@edunstung von Wasser an Luft we-
sentliche sind:

Sattigungsdampfdruck,, bestimmbar aus der integrierten Form @&usius-Clapeyron-Gleichung
unter der Annahme von ldealgasverhalten:

B . .
Ps = exp (A - ?> . (p)=bar, (T)=K, A=1446, B =>5340.13K,

Dichte p;, unddynamische Viskosit /i, von (trockener) Luft:
pr(T) = pro(l—0—602+ ), jir(T) = figo(1+0.7750 — 0.176 6% + - - ) ,

mit L
T — T,

pro = 1.204kg/m?, jiro = 18.19 x 10 °Pas, 6=

3

o0

bei den Referenzvgertéﬁ>O = 293K undp,, = 1bar.
WarmeleitBhigkeit\ undspezifische \Wrmekapaziit ¢, von Lulft:

A=0.026W/(mK), & =1010J/(kgK)
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Binarer Diffusionskoeffizienb fiir Luft-Wasserdampfgemisch:
D =25 x10"°m?/s
Bestimmung der Dichte vofeuchterLuft (Idealgasverhalter, T = const):

trockene Luft:

R -
= T
p=pL M,
feuchte Lulft: ~ -
< —T ~ o~ R T ~ - + ~
pL =pp ML y DW= Puw MW , P=PLTDPw,
Dichte feuchter Lufp.:
- o~ L~ . Pw -~ p—pw . pw Mw
= + = = + == = = +— == =
PfL = Pr T Pw oL PL =T w B PL b RT pN :
e _ RT
PL/p pr—
My,

L P M o

:pr:pL|:]-_TW<1_MW):| —  PrL<pL
\,%/

<1

wegen der verschiedenen Molmassen ¥6# = 18.02kg/kmol und M, = 28.95 kg /kmol.
Wandkonzentration: ~
_pw _ pwMw 1

PrL RT P

Cw
Man erhalt furp = 1 bar:

T | ps=pw | prL prL | pw Cu

°C || mbar |kg/m? | kg/m? | g/m? 1

) 8.75 1.262 | 1.258 6.8 | 0.0054
10 12.2 1.244 | 1.238 9.4 10.0076
15 17.0 1.224 | 1.216 | 12.8 | 0.0105
20 23.4 1.204 | 1.193 | 17.3 | 0.0145
25 31.7 1.183 | 1.169 | 23.1 | 0.0197
30 42.6 1.162 | 1.143 | 30.5 | 0.0267
35 56.7 1.139 | 1.115 | 39.9 | 0.0358

(i) Naherungv,, =~ 0, Berechnung der StromungsgrenzschiatwmeKopplung an das Stoffuber-
gangsproblemf, = 0):

Unter Verwendung der Eckert-Schneider-Bedingung und desdAickes fir die Sherwood-Zahl
ergibt sich
~ Uylloo  Uco (cw = Coo) (=0, S (cw — COO)S_h

T /Re  JReSC(l—cy) var  Sc(l—c,) Re’
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fur die Massenstromdichte durch die Wand daher

~ . (cw—cs) Sh
PW U = PW Uoo (1—c,) SCRe

Fiur den Gesamtwassermassenstroj durch die Wand erhalt man

(Cw— ) DL [1
(1 —¢,) ScRe/,

L
Ty = / P dO = b / P dE = Py lieg SHz) dz,
O 0
Sh
hier bezeichneBhdie globaleSherwood-Zahl des betrachteten Stoffubergangproblemgorlie-
genden Fall ist

< (=¢)VRe [tdz o

In der Zeitspanné\t wird 1y At Wassermasse verdunstet.

(i) v,y # O:

Aus der Eckert-Schneider-Bedingung der einseitigen Biffn und der Selbstahnlichkeit der Plat-
tenstromung sieht man gut die Kopplung zwischen Strorasungd Konzentrationsfeld, welche
bei der Losung i.a. beruicksichtigt werden muss:

i (cw — Cxo) (=P0) :_ﬂ
©oSc(l—cw) Vo ora

e Iteratives, numerisches Losungsverfahren

maogliche Vorgangsweise: Vorgabe vop bzw. f,, - z.B. aus(i) -, Losen der Stromungsgrenz-
schichtgleichung (n), Losen der Konzentrationsgrenzschichtgleichgtg), daraus Bestimmung
des Konzentrationsgradienten an der Ward aus Eckert-Schneider-Bedingung neuerliche Be-
stimmung vonf,,, usf., bis Konvergenz erhalten wird.

e Storungsrechnung fur,, f, < 1
Setzt man folgende regulare asymptotische Entwickluniger-eldgroen fur kleing,

F) = fo(n) + fu frln) + O(f3),

¢(n) = ¢o(n) + fue1(n) + O(f2)

in die entsprechenden Differentialgleichungen (und Raddigungen) ein, ordnet nach gleichen
Potenzen irf,,, dann ergibt sich unter Beriicksichtigung von

Sh=Sh, + f, Sh + O(f?)
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in fuhrender Ordnung (entspriclfit, = 0, siehe Fal(i), Tabelle mitpg,, = ¢!,)

_VRe
Sh) = E (—Pow) »

und in erster Ordnung

_VRe
SH—E(—%UJ)-
- hv2z ( )

S 20 (Cp — Coo
fu= V2o, =~ JRe Sc(l—cy)
——

~!
~Pow

+O0(f2)

wird

Sh o (=¢h) (cw — )
%_1_ Sc (1_Cw) _‘_O(fz%)a

siehe Tabelle ([7], S.358).
Sc¢ | 0 |01 ] 06 |072| 10| 10 | oo
(=¢)/Sc | 1.308 | 0.948 | 0.766 | 0.749 | 0.724 | 0.610 | 0.566

Endgultig folgt damit fur den Gesamtmassenstrom

Fowy — oy (1 S ((C;“_‘CC:;) " 0<fi>) ,

d.h. die Bericksichtigung von,, fuhrt zu einer Veringerung des Massenstromes gegenidrer d
Naherungy,, = 0. Beispielsyveise ergibt sich fi8c= 0.6, ¢, = 0 undc¢,, = 0.026 ein Gesamt-
massenstromverhaltnisy, /moy =~ 0.98, d.h. eine Abnahme vozfx.
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25.

(a) Fur ein inkompressibles Newtonsches Fluid lautet agie@&yungsgleichung (4) unter der An-
nahme stationarer Verhaltnisse und konstanter Stofé®ravier-Stokes-Gleichung)

v, Op N *v; N
U; = — i
P 8 8xj H 81’183}2 P9

i

Setzen wir ebene Parallelstromung, dih= (u,v = 0)? voraus und vernachlassigen die (durch
die Schwerkraft verursachte) hydrostatische Druckvertg, nehmen also an, dass der Druck im
Film gleich dem (konstanten) Umgebungsdruck ist, folgtaeit Massenbilanz

ou  Ov
%—i- ay =0 — u=u(y)
i

fur die Bewegungsgleichung irtRichtung

pua—uw v a—u—u<62u+62u)+pg - ud2u+pg—0
N Wl W W W a2 -V
Box N oy 85 dy dy

Als Randbedingungen verwenden wir die Haftbedingung anVdand und die Forderung nach
Schubspannungsfreiheit an der freien Oberflache (dyrdmigertraglichkeitsbedingung):

y=29: ! du—O.

Uﬂcy = d_y -
Damit ergibt sich als Losung der Bewegungsgleichung dralpaformige Geschwindigkeitsver-

teilung im Flussigkeitsfilm
2

_ P9 _Yy
u(y) = . <5y 5 ) :
(b) konvektiver Stoffbergang Wand-Film

Aus der partiellen Massenbilanz (2) folgt unter den gegeb@nnahmen fur ein inertes Binarge-
misch ¢4 = ¢, cg = 1 — ¢) unter Verwendung des Fickschen Gesetzes

dc 0%
Yor ~ D8y2 '

Hierbei wurde weiters angenommen, dass der grof3te Kasgemisgradient quer zur Wand auftritt
und daher der DiffusionsstrominRichtung gegenuiber dem quer zur Wand vernachlassidgar k
ist. Besitzt der Stoffubergang an der Wand Grenzschiengdtier, d.h. ist die Eindingtiefe des
Stoffes A in den Film verglichen mit der Filmdické Uber die gesamte Lauflange klein, kann die
Geschwindigkeitsverteilung in dem fur den Stoffubeigaelevanten wandnahen Bereich linear
approximiert werden:



Damit erhalt man di&konvektions-Diffusionsgleichunglas Geschwindigkeitsfeld wird als un-
abhangig vom Stoffibergang angesehen)

gc _ D e
y@x_pgéﬁyz’

die zugehorigen Anfangs- und Randbedingungen lauten:
r=0: c=0,
y=u: €= Cy,
y—oo: c¢c—0.

Durch die Annahme einer diinnen Grenzschicht ‘verlierthrfia das Stoffibergangsproblem glo-
bale Langenmalistabe (die Grenzschicht ‘sieht’ die fféireoberflache und das Plattenende nicht),
es legt sich die Suche nach eimdinlichkeitslosung nahe. Wir setzen

)

(e,y) = cuf (), =0
mit den Unbekanntemunda und erhalten nach Eintragen in die Konvektions-Diffusgiaghung
g xa—1n2f/ + a’zluD l’_2af// — 0’
a pPgo

1 g6 1/3
a=-, a=|-—=
3’ 3uD

folgt. Die verbleibende Gleichungf’ + 2 f' = 0 mit den Randbedingungef{0) = 1, f(oo) =0
hat die Losung (z.B. Mathematica)

woraus

foy = S5,

hier bedeuten - -
['(b,z) = / e tdt, I(z) = / t" et dt
Jx J0

die unvollséindige Gamma-Funktiobzw. dieGamma-Funktioriur reelle, positiver, welche die
Funktionalgleichund'(z + 1) = « I'(z) erfullt.
Fur den Stofftransport durch die Wandoberflagher, y = 0) = j,,(z) €, erhalt man

. e df on 33 (pgs\'?
= _o=-pD—| = —pDec, | L= = pDec, —— [ == /3
Jule) = (avallymo = ~pDc| pcaﬁm%)kofa%na )

dp  I(3)
unter Verwendung der Leibniz-Regel fur die Differentotivon Parameterintegralen

d b(x) b(z) a¢ / /
da a(z) ot ) dt = /a(x) O dt + ¢(b,z) b'(z) — ¢(a,v)d'(x) .
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Die lokale Sherwood-Zahl mit der charakteristischen Koiagionsdifferenz\¢ = ¢, — coc = ¢y

ergibt sich damit zu
Shx) = 2420 _ 5 3" (pgo Ry
pDAc I'(3) \uD

Mit den Definitionen demittleren Stbmungsgeschwindigkeitim Film

952
)dy =
5/ y )

der Reynolds- und Schmidt-Zahlen

Re= u_p57 Sc= L
7 pD

erhalt man mit s s
u &
ReSc= — = ——
D T3

die globale Sherwood-Zahl

- L 5/3 1/3
S —l/ Shds = > (ReSc(S)
pDc, L J, 2T(3)

(c) konvektiver Stoffbergang Gas-Film

In Analogie zu (b) gilt die Konvektions-Diffusionsgleichg mit gegebenem Filmgeschwindig-

keitsprofil
dc 0 Py y?
U(y)%—Dﬁ—yw U(Q)—;(@/—?)-

Wird die typische Eindingtiefe des Stoffelsaus der Gasphase in den Film wieder als klein gegen
die Filmdickeé angenommen (Grenzschichtcharakter), dann kann mandi@eschwindigkeit in
der Nahe der Filmoberflache naherungsweise

pgo”

U = Upazr = u(d) = 2
setzen. Man erhalt damit die Gleichung

dc D d%c

0T Umaz OY2’
welche unter den Anfangs- und Randbedingungen
r=0: c=0,
y=0: c=co,
y—oo: c—0

zu losen ist. Dieses Problem ist vergleichbar mit dem ays BS (instationare Diffusion im Halb-
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raum, Laplace-Transformation), mit den entsprechendsetEnngen lautet die Losung

y umax
= fe | = :
e(x,y) = coerfe (2 Dx )

Die Diffusionsstromdichtg ,(z,y = 0) = jo(x) e, wird daraus zu (Ableitung der Fehlerfunktion
siehe Bsp. 18)

Duma:c

= Cop :

oc
Ay )y:O s

Jo(x) = (pava)ly—o = —pD 3

Fur die lokale und globale Sherwood-Zahl erhalt man

_]0(1’)6 o Umaz S| _l/L o Umazx
Shiz) = Dy _5”7er’ Sh—L‘0 Shz)dz =24 DL’

und Uber 5 5
Re= ‘mul  ge— 1 ReSc= fme
7 pD
das Resultat
B 2 5 1/2
Sh= — ([ Re Sc- )
v ( © CL)
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