ANALYSIS I FUR TPH WS 2022/23
7. Ubung Ubersicht

Aufgaben zu Kapitel 10, 11 und (ein wenig) 12

Aufgabe 1: Kurvendiskussion (i)

Aufgabe 2: Kurvendiskussion (ii)

Aufgabe 3: () Kurvendiskussion (iii)
Aufgabe 4: (%) Beweis einer Ungleichung
Aufgabe 5: (%) Zores mit dem Hund

Aufgabe 6: Kummer mit der Ziege

Aufgabe 7: Spafl mit der Exponentialfunktion
Aufgabe 8: Die artige Ableitung

Aufgabe 9: Hauptsatz

Aufgabe 10: (*) Integralzeugs
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7. Ubung [zur Ubersicht] Aufgabe 1/1

Fithren Sie fiir die rationale Funktion
f(x) =

eine moglichst komplette Kurvendiskussion durch. Fertigen Sie auch eine Skizze an.

T

1+ 22

e Definitionsbereich: D =R

e f ist ungerade

Asymptotisches Verhalten:
lim f(z) =0 (asy-1)

T —>+00

Nullstelle: =0

Erste Ableitung; stationdre Punkte (Nullstellen von f7):
1—a%
f’ T = - =
(=) (1+a2)
Zweite Ableitung; Nullstellen von f”':
2x (x> -3
PR I
= (1+2x?)

— Lokales Maximum fiir « = +1. Ist auch globales Maximum wegen (asy-1)

PN xr==+1

Lokales Minimum fiir = = —1. Ist auch globales Minimum wegen (asy-1)

— Wendepunkte bei = 0 und 2 = /3 (dort ist! f”/(x) # 0, also v')

o Skizze:

1.5
1

0.51

¥y O\-/
-0.51

-5 0 5 10

X
o N

f(x) f(x)

zt-62%+1

L elementar aber per Hand etwas miihsam zu berechnen: f"/(x) = -6 e
+x
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a) [L] Fihren Sie fiir die Funktion
f(z) = &€
eine moglichst komplette Kurvendiskussion durch. Fertigen Sie eine Skizze an.
b) [L] Bestimmen Sie ¢ € R so, dass fiir f aus a) gilt
f(z) = cx®+O(|z]*) fir z-0

a) e Definitionsbereich: D =R
o son(f(2)) = sen(a)
e Nullstelle: x =0
e Asymptotisches Verhalten:

lim f(z) = —oo, xlir};loof(x) =0 (asy-2)

Tr—>—00

e Ableitungen:
fi(x) = ~(a*~32%) e

f"(x) = (2 -62*+6x)e™
f"(z) = —(2°-92°+18x-6)e™®
e Stationdre Punkte (Nullstellen von f7):
f'(x) 20 ~ x=0,z=3
mlt 17 1/
f'(0)y=0,  f"(3)<0

= lokales Maximum an x = 3. Ist auch globales Maximum

wegen (asy-2).
Die Stelle z = 0 wird im Folgenden untersucht.
e Nullstellen von f”:
f"(x) 20 ~ =0, 2=3+V3
F0)£0,  fM(3£V3) #0

= Sattelpunkt an = = 0, Wendepunkte an = = 3+/3.

mit
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o Skizze:

0 2 4 6 8 10

| f(x) f(x) £'(x) ()]

b) Zunichst gilt offensichtlich f(z) = O(|z|?) fir z - 0.
Wegen e =1+ O(|x|) gilt genauer:
f(z) =2 (1+0(z])) = ca® +O(|z|') mit c=1

Dies entspricht der Taylor-Entwicklung von f um x = 0 mit Restglied
O(|z]*). (Beachte f(0) = f'(0) = f"(0) =0 und f"(0) =6.)
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Gegeben sei die Funktion
f(x) = 1n(x+ %)
a) [L] Fiihren Sie eine moglichst komplette Kurvendiskussion durch. Fertigen Sie

eine Skizze an.

Berechnung der dritten Ableitung: nur fiir Masochist[inn]en, bzw. problemlos
mittels Computeralgebra.

b) [L] Geben Sie fiir vorgegebenes ¢ € R die Losungen x der Gleichung f(x) = ¢
an (sofern eine reelle Losung existiert).

c) [L] Zeigen Sie, dass das Produkt der unter b) gefundenen Losungen x;(c)
unabhéngig von c ist, und zwar
— durch direktes Nachrechnen,

— mittels eines qualitativen Argumentes, das auf der Gestalt von f beruht.

a) e Definitionsbereich: D = (0,00) ~» im Weiteren durchwegs x > 0.
e Beachte
1) = £(3)
e Nullstellen von f:

O;ln(a:+1) = x+%:1 < 2X-x+1=0

T

Keine reelle Nullstelle, und es gilt f(xz) > 0 fiir alle z > 0.

e Asymptotisches Verhalten:
linol f(z) = lim f(x) = o (asy-3)
e Ableitungen:
, r? -1
fiz) = xr(x?+1)
. xt—4ax?-1
f'(z) = ... = _332(:1:2+1)2

. 2(25-9x*-322-1)
f"(x) = ... = PEY




ANALYSIS I FUR TPH WS 2022/23
7. Ubung [zur Ubersicht] Aufgabe 3/2

e Stationdre Punkte (Nullstellen = >0 von f'):
Flz) 20 ~ a=1
mit f”(1) =1 = lokales Minimum an z = 1.

[st auch globales Minimum wegen (asy-3).

e Nullstellen z >0 von f" (mit 2% = u):
242’ -1=0 < “?-4du-1=0 < u=2+5

~ = V2+V5~2.058

mit f”(x) #0 ~ Wendepunkt.

o Skizze:

0 2 4 6 8 10
X

| f(x) f(x) f'(x) e

b) Die Gleichung In(x +21) = ¢ ist dquivalent zu

:U+% e o 2’-er+1=0
T19 = %(GC:I: 62(‘—4)

Die Losungen 1, o sind reell und positiv, falls

2 >4 < o> %11(14:1112

=

Grenzfall: Doppelte Losung x1 = 29 = 1 fiir ¢ = In2. Dies entspricht
der Minimalstelle von f, siche a).
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7. Ubung [zur Ubersicht] Aufgabe 3/3
c) e Aus b):
T1-To = i(ec+ 620—4) : (ec— 620—4)
= 1(e?* - (e*°-4)) = 1 unabhingig von ¢ v’

e Bzw. direkt aus der Definition von f:
Fir x1 >0, x9>0 gelte f(x1) = f(22) =c.

~> Es gilt unabhéngig von c:

1n(x1+xi1):ln(x2+xi2)

~—— ~——
>2 >2

Da die Funktion In: [2,00) - R injektiv ist, folgt

1 1
rX1+— = 29+ —
Iy Lo
1 1 1 — T2
< I -y = —-—— =

o X1 X1-T2

= Fiir 1 # 29 muss gelten x1-29=1
(x1 = 29 = 1 ist ein Sonderfall, siche b).)
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Zeigen Sie: Fiir jedes n € N gibt es x > 0 mit

(1+z)"

<ne

Geben Sie einen derartigen (von n abhéngigen) Wert fiir z an.

1 n
o Esgilt f(x) = (1+2) >0 fiir alle x > 0, mit
T
ling f(z) =+o0, lim f(x)=+00

e Suche Minimalstelle in (0, 00). Ableitung von f:

n(1+z)" " z—(1+z)" _ (1+2)" (nz - (1+x))

(1+a:)n_1((n—1)x—1)
N , 1
fl(x)=0 < x=—— fir n>2
n-1
mit !

f(nll) _ (1 +f) _ (1_’_%)71—1 (14—%)(77,—1)
= (1+ﬁ)n_1(”—1+1) <ne v

o I = % ist globale Minimalstelle von f .

e n =1 ist Sonderfall. Keine Minimalstelle, aber lim f(x) = 1.
Wiéhle z > 1/(e-1).

! Beachte: Die Folge ((1 + ﬁ)n_l) ist monoton wachsend und konvergiert (von unten her) gegen e.
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Herr B. geht mit seinem Hund Bello entlang einer geradlinig verlaufenden Strafe
spazieren. Plotzlich erblickt Bello etwas auf der Wiese nebenan und lauft geradlinig
senkrecht zur Strafle davon. Herr B. bleibt indes stehen; 1000 m von seinem Standort
entfernt befindet sich an der Strafle ein Radarmessgerét. Als Bello 1200 m vom Radar
entfernt ist, wird er gemessen, und die Messung ergibt, dass sich Bello in diesem
Moment mit einer Geschwindigkeit von 3m/s von dem Radar wegbewegt (d.h. in
Richtung vom Radar weg gesehen).

Die gesetzlich zuldssige Hundehdchstgeschwindigkeit sei 20km/h. Muss Herr B. ein
Strafmandat begleichen?

Bello

A\
rr

A\
rr

4 90002

A\
rr

- |
Herr B. 1000m Radar

[Skizze:] Zum Zeitpunkt des Blitzens ist
e 1z =1000 ... Abstand Herr B. — Radar (horizontal, konstant)

e 7 =1200 ... Abstand Bello — Radar (diagonal)

e y ... Abstand Herr B. — Bello (vertikal)
~> (nach Pythagoras):
y = Vr2-1z? ~ 663.32
Der Abstand Herr B. — Bello ist eine Funktion der Hundelaufzeit ¢,
y = y(t), und somit auch r = r(t) = /22 +y(t)?. Zum Zeitpunkt des
Blitzens ist r(¢) = 1200, und laut Angabe

3= 0'(t) = 4\/a2+y(t)? = y(%i)(t) . 663-5220%’@)

31200
~ 5.43m/s ~ 19.55km/h.  Kein Strafmandat.

14
y'(t) ~
663.32 -
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Gegeben sei die rechteckige Grundriss einer Hiitte. Die Lange der Seite a ist gegeben
durch a = bm, die Lénge der Seite b betrdagt b = 8m.

Weil die Ziege immer wieder ausbiichst, leint sie der Bauer an. Die Leine L misst
L =Tm. Die Ziege wird irgendwo am Punkt xy auf der Hiittenseite a angebunden.

a) [L| Fertigen Sie eine Skizze an. Geben Sie eine Formel fiir die Fliche A = A(x)
(auBerhalb der Hiitte) in Abhéngigkeit von z( an, welche die Ziege an der Leine
erreichen kann.

b) [L] Wie lautet der Punkt zy = z5"™ € [0, a], so dass die Fldche A minimal ist?
Wie grof3 ist diese Flache?

a) Skizze: 0

L—a+x Sm

Die Flache A = A(xg) setzt sich aus drei Teilen zusammen, und zwar
aus einem Halbkreis mit Radius L und zwei Viertelkreisen mit Radien
L—-a+xyund L —xy5. ~ quadratische Funktion

A(zg) = s L7+ Y (L-zp)’m+ 1 (L-a+z)’n

b) Bestimme Minimalstelle:

Azg) = -3 (L-z)m+i(L-a+z)7 = L2z—a)m £ 0

—
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min _ a _ =
.CCO = 35 = 2.0m

Dies entspricht tatsachlich einem eindeutigen Minimum, die Funktion
A strikt konvex ist,

A”(CE’()) =7 >0
Minimale Fléache:

Ay = 122+ (L-2)°) 7 » 108.78 m?
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a) [L] Gegeben sei die von dem Parameter n € N abhéngige Funktion

f:[0,00) = [0,1],  f(x) = exp(-z")
f ist strikt monoton fallend und hat einen Wendepunkt an einer Stelle x > 0.
Wo befindet sich dieser Wendepunkt? Uberlegen Sie auch, wie der Graph von
f aussieht, wenn n sehr grofl wird.

b) [L] Gegeben sei eine stetig differenzierbare Funktion f: [0, 00) - R. Fiir gewisse
Konstanten A, B > 0 gelte
Af(z) < f'(x) < Bf(x), =20

Zeigen Sie, dass fiir alle z > 0 gilt
f(0) exp(Az) < f(z) < f(0) exp(Bx)

a) Ableitungen von f:
Fi@) = —na" ()
f'(x) = —n(n-1)2">f(x) -na"" f'(x)
= —n(n-1)2"%f(z) -na"(-na""' f())

= —nz"?*(n-1-na") f(z)

= f"(x)=0 fir
(=) z=1/1-12>0

Dies ist ein Wendepunkt. !

Verlauf von f in Abhéngigkeit von n :

(=1, =0
-1, x€(0,1)
OB =1/e, z=1

=0, x>1

. stetig fiir alle n, aber fiir sehr grofie Werte von n sieht das (rein
optisch) aus wie das ‘Rechteckssignal’

() {:1, O0<x <l

=0, z>1

! Dies gilt fiir n > 2. Man zeigt auch, dass tatsichlich gilt f"’(z) # 0.
Beachte: n =1 ist ein Sonderfall (kein Wendepunkt).
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b) e Wir wollen zeigen
f(0) < f(z)exp(-Axz) = ['(z)
f(0) > f(z)exp(-Bz) = G()
e Laut Voraussetzung iiber f gilt
Fi(x) = fl(z)exp(-Ax) - Af(2) exp(-Ax)
= Sf’(x)—Af(x)Zexp(—Ax) > 0

G'(z) = f'(x) exp(-Bx) - Bf(x) exp(-Bx)

= (J'(=) - Bf (%)) exp(-B) < 0

(stimmt das?)

und

= flirxz>0:

f(0) = F(0) < F(x)

f(0) = G(0) > G(x) v (ja, stimmt)
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a) [L] Beweisen Sie das Additionstheorem fiir cos(x + y) mittels Zuriickfiihrung
auf das Additionstheorem fiir sin(z + y).

b) [L] Beweisen Sie (ohne Verwendung des Additionstheorems fiir arctan):

arctan(x) + arctan(L) = const. fiir x>0

Wie lautet der Wert der Konstante?

a) Gehe aus von

sin(z +y) = sinx cosy + cosx siny

Fiir festes y folgt daraus durch Ableiten beider Seiten nach x:

cos(x +y) = cosx cosy — sinx siny v

b) Die behauptete Identitit ist richtig, falls gilt

0 = L(arctan(z) + arctan(2))
1 1 1
T+ a2 1+ (1) (=)

-

)

8K [

-0
Weiters: Fiir =1 gilt arctan(z) = arctan(3) = =1

arctan(z) +arctan(L) = 5 fiir 2 > 0

L Fiir 2 < 0 mit umgekehrtem Vorzeichen, da arctan ungerade.
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Berechnen Sie
- f (z— ) sin(e2) dt
T

ohne das Integral auszurechnen (es ist nicht elementar bestimmbar).

Dies ist ein Parameterintegral,! d.h., nicht nur die obere Grenze sondern
auch der Integrand héingen von dem Parameter x ab, allerdings in sehr
einfacher Weise:

/Ox(a:—t) sin(t?) dt = a:/omsin(ﬂ)dt _/oxt sin(2) dt

2x Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung? ~

% JACEUEGY

:%(x[ sin(#2) dt ) - f tsin(t) dt)

[ sm(t?)dtmdi fo sn(?)dt — wsin(z?)

i

[ sin()dt + 2 sinGr?) - wsinr?)
0

2 x .
%—/0 (z —t)sin(t?) dt = di./<: sin(t?) dt = sin(z?)

i

! Bekannte allgemeine Formeln fiir Ableitungen eines Parameterintegrals fithren auf die gleiche Losung.
2 & Produktregel
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a) [L] Sei F eine Stammfunktion von f. Stellen Sie das Integral

fxf(1+x2)dx

mittels [’ dar.
b) [L] Stellen Sie das Integral

[ (@ ¢"@) - (@) g()) da

mittels f, f', g, ¢’ dar.

c) [L] Berechnen Sie
[ (@) @i (ew)

mittels zweier verschiedener Integrationstechniken.

a) F'(1+x?) =2xf(1+2?) ~
/:I:f(1+x2)dx = %f F'(1+2%)dx. = %F(1+x2)+0

Bzw. dazu dquivalent: Deutung als Substitution:

fxf(1+x2)dx: :%ff(u)du

_ %F(u)+C’ _ %F(1+x2)+0

l+22=u
2xdx = du

b) Particlle Integration (Kurzschreibweise) :

fg =rfrd-1ryg
N~ —— ——

fo fov frov

und analog mit Vertauschung der Rollen von f und ¢ =

f(fg”—f”g) =fg-fg+C
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c) (i) Substitution u= f(x), du= f'(x)dx -~

un+1

f(f(x))”f’(az)dx :fu”du = —+(C = M +C

n+1 n+1

(ii) Partielle Integration (Kurzschreibweise) :

S EO AN ey (et
g f 9 f q /

fn+1 -nl

)

n+1




