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Ubungen zur Vorlesung
Einfiihrung in das Programmieren fiir TM

Serie 10

Die Aufgaben mit Stern (*) sind bis zur néichsten Ubung vorzubereiten und werden dort abgepriift. Kopieren Sie bitte den
Source-Code in ein Unterverzeichnis seriel0 Ihres Home- Verzeichnisses. Uberpriifen Sie bitte vor der Ubung, ob Ihre
Source-Codes mit matlab auf der lva.student.tuwien.ac.at interpretiert werden kénnen. In den folgenden Aufgaben
sollen Schleifen und Function-Handles geiibt werden.

Aufgabe 91*. Zu gegebenen reellen Stiitzstellen x1 < -+ < zp und Funktionswerten y; € R garantiert die Lineare
Algebra ein eindeutiges Polynom p(t) = ;-L:l a;t" ! vom Grad n — 1 mit p(z;) = y; fiir alle j = 1,...,n. Nun sei
t € R fixiert und p(t) gesucht. Man kann p(t) mit dem Newille- Verfahren berechnen, ohne zunéchst den Koeffizientenvektor

a € R™ berechnen zu miissen: Dazu definiere man fiir j,m € N mit m > 2 und j +m < n + 1 die Werte

Pj,1 = Y5,

— (t —2j)pj+1,m—1 — (L = Tjrm—1)Pjm—1
J,m o .

Tjtm—1 ~ T;
Es gilt dann p(t) = p1,n. Man schreibe eine Funktion neville, die den Auswertungspunkt ¢ € R sowie die Vektoren

z,y € R™ iibernimmt und p(¢) mittels Neville-Verfahren berechnet. Dazu beriicksichtige man das folgende schematische
Vorgehen

i =  pi1 —  p12 — p13 — ... — pian = p(t)
/! /! /!
y2 = p21 @ — P22
/ /
Y3 = P3,1 — : (1)
: : : /!
Yn—1 = Pn—-1,1 — Pn—-1,2

/!

Yn = Pn,1
Der mathematische Beweis fiir diesen Algorithmus folgt in der Vorlesung zur Numerischen Mathematik. Zunéchst schreibe
man die Funktion so, dass die Matrix (pLM)?m:l vollstédndig aufgebaut wird. Speichern Sie die Funktion unter neville.m

ins Verzeichnis serie10. Sie kénnen den Code testen, indem Sie fiir ein bekanntes Polynom p als Funktionswerte y; = p(z;)
wéahlen.

Aufgabe 92*. Man kann das Neville-Verfahren aus Aufgabe 91 so programmieren, dass zur Speicherung der Werte keine
Matrix (pj,m)?,,—; aufgebaut wird, sondern die gegebenen y;-Werte geeignet iiberschrieben werden. Dadurch wird kein
weiterer Speicﬁer benétigt. Man realisiere dieses Vorgehen in einer Funktion neville2. Speichern Sie den Source-Code
unter neville2.m in das verzeichnis seriel0.

Aufgabe 93*. Fiir eine differenzierbare Funktion f : [a,b] — R kann man die Ableitung f/(z) in einem festen Punkt
z € R durch den einseitigen Differenzenquotienten

fle+h) - flz)

h
approximieren. Nach Taylor-Formel gilt fiir f € C?(R) die Fehlerabschitzung |f/(z) — ®(h)| = O(h). Beweisen Sie diese
Aussage mathematisch! Schreiben Sie eine Funktion diff (f,x,h0,tau), die fiir A, := 27" hg die Folge der ®(hy,) berechnet,
bis gilt

B(h) = fiir b > 0

T fiir |®(hn)| < T,
®(hn) — P(h <
[©(hn) (1)l < {T|<I>(hn)| anderenfalls.

Die Funktion liefere in diesem Fall die vollstdndige Folge (®(ho),...,®(hn)) der Iterierten zuriick. Speichern Sie den
Source-Code unter diff.m in das Verzeichnis serie10.

Aufgabe 94*. Eine Variante zur Berechnung einer Nullstelle einer Funktion f : [a,b] — R ist das Newton- Verfahren.
Ausgehend von einem Startwert zg definiert man induktiv eine Folge (z,) wie folgt: Zu gegebenem xy, sei 2541 die Nullstelle



der Tangente an den Graphen von f im Punkt (z, f(z)), d.h. @ = x4 erfiillt 0 = f(zg) + f/(zx) (2 — zx). Aufldsen nach
x zeigt

Tpg1 =z — f(or)/f (@k).

Man realisiere das Newton-Verfahren in einer Funktion newton(f,fprime,x0,tau), wobei die Iteration abgebrochen wird,
falls entweder

|f'(@n)l < 7
oder
T fir |xn| < T,
[f(xn)] <7 und |on —zn1| < ln] <
T|xn| sonst
gilt. In zweiten Fall werde Zz := z,, als Approximation der gesuchten Nullstelle zuriickgegeben. Im ersten Fall werde mit
Fehlermeldung abgebrochen. — Neben z,, sollen zusitzlich die Folgen (zo, ..., 2z»n) der Nullstellen und der dazugehérigen

Funktionswerte zuriickgegeben werden.

Aufgabe 95. Schreiben Sie eine Matlab-Prozedur testsqrt, die fiir gegebenes z > 0 und 7 > 0 die Wurzel \/z einerseits
mittels des Bisektionsverfahrens aus der Vorlesung und andererseits mittels der Funktion aus Aufgabe 94 approximiert,
d.h. die positive Nullstelle z der Funktion f(t) := ¢?> — x numerisch berechnet. Die Prozedur gebe fiir beide Verfahren den
relativen Fehler |v/z — z|/y/x sowie die Anzahl der bendtigten Iterationsschritte aus.

Aufgabe 96. Fiir x > 0 konvergiert die Folge

1 1 T N
z1:=-(142z), Tpt1:= —(mn + —) firn > 1
2 2 Tn

gegen /x. Man schreibe eine Funktion sqrt._, die fiir gegebene > 0 und £ > 0 als Ergebnis das erste Folgenglied y = zy,
zuriickgibt, fiir das gilt

|-'En - -'En+1‘

<e oder |z, <e.
|5

Welcher Zusammenhang besteht mit dem Newton-Verfahren aus Aufgabe 947

Aufgabe 97. Das Newton-Verfahren aus Aufgabe 94 benétigt neben der Funktion f auch eine Funktion fprime, die die
Ableitung f’ der Funktion f auswertet. Alternativ kann man f’(z;) durch den Differenzenquotienten ®, () ersetzen. Man
realisiere dieses Vorgehen, z.B. fiir h = 7. Man erweitere Aufgabe 95 um dieses Verfahren und vergleiche mit den anderen.

Aufgabe 98. Die Quotientenfolge (an+1/an)nen zur Fibonacci-Folge (an)nen,
ap:=1, a1:=1, an:=an—1+an—2 firn>2,

konvergiert gegen den goldenen Schnitt (1 + \/g) /2. Insbesondere konvergiert die Differenz

by = an+1 _ Qn

an An—1

gegen Null. Man schreibe eine Funktion cauchy, die zu gegebenem k € N die kleinste Zahl n € N mit |b,| < 1/k zuriickgibt.

Aufgabe 99. Der einseitige Differenzenquotient aus Aufgabe 93 konvergiert lediglich mit Ordnung o = 1. Beweisen Sie
mithilfe der Taylorschen Formel fiir f € C3(R) die Fehlerabschiitzung

fle+h)— flz—h)
2h

fiir den zentralen Differenzenquotienten.

~ f'(z) = O(h?)

Aufgabe 100. Schreiben Sie eine Funktion diff2(f,x,h0,tau), die fiir hy := 27 ™hg die Folge der zentralen Differen-
zenquotienten
f(@+hn) — f(z—hn)

2hn,

W(hp) =
berechnet, bis gilt

T fir |¥(hn)| <,
V(hp) —¥(h <
¥ (hn) (1) < {T|\Il(hn)| anderenfalls.

Die Funktion liefere in diesem Fall die vollstindige Folge (¥ (ho),..., ¥ (hn)) der Iterierten zuriick. Vergleichen Sie die
Funktionen diff und diff2 miteinander. Wie koénnen Sie die mathematische Voraussage iiber das Konvergenzverhalten
iiberpriifen?



