Numerik von Differentialgleichungen - Blatt 6, fiir den 2. 5. 2018

23. Sei H(p,q) =V (q) + T(p). Betrachten Sie

OH
/*—— —=
V=% p(0) = po
,  OH B
7=, p(0) = qo.

(a) Zeigen sie dass das symplektische Eulerverfahren

o0H
Pj+1 =DPj — ha_q(pj+1> Qj)

OH
Gj+1 =G5 + ha—p(pjﬂ, %)
genau Konsistenzordnung 1 hat.
(b) Zeigen Sie dass das Stormer-Verlet-Verfahren
hOH
Pjrl =Pj— 58_61(1%‘1]‘)
OH
Gji+1 = ¢; + ha—p(ijr%, %’)

hoH
Pj+1 = ijr% - §a—q(?9j+%> %H)

mindestens Konsistenzordnung 2 hat.
24. Betrachten Sie die Differentialgleichung
¢"=fa), qa(0)=q, q(0)=q.

Ersetzt man die 2. Ableitung durch einen Differenzenquotienten so erhalt man das
Verlet-Verfahren

Qi1 = 2q; — qj—1 + B f(q;)
qo gegeben
h2
g1 =qo+ hCI(’) + ?f(%)-

Ein dquivalentes System 1. Ordnung ist

qd=p q(0) = g
P = f(q) p(0) = qq



Zeigen Sie dass das Verlet-Verfahren dquivalent zum Stormer-Verlet-Verfahren

Pjy1 =D+ gf(qj)

Qi1 = ¢+ hpjy1

Pj+1 =Dl + gf(Qj-i-l)
ist.

(a) Zeigen Sie dass fiir reguldres A € R™™ und symmetrisches B € R"*" die Ma-

trizen
A 2nXx2n ] B 2nX2n
( AT ) € R2<2n, ;) ER

symplektisch sind.

(b) Zeigen Sie dass fiir symplektische Matrizen K, L € R"*" das Produkt K L auch
wieder symplektisch ist und fiir regulares K die Inverse ebenfalls symplektisch
ist.

(c) Zeige Sie dass die Jacobimatrix

Opj+1 Opjt+1
d(Pj+17qj+1):< oo,  0u; )

. O0gj+1  0gj+1
s ) T on

(siehe Vorlesung) des symplektischen Eulerverfahrens symplektisch ist (und damit
auch das Verfahren).

26. Implementieren Sie das symplektische Eulerverfahren und das Stormer-Verlet-Verfahren

und testen Sie es fiir das Fadenpendel ( H(p,q) = 3p* — cos(q) ). Plotten Sie die
Energie H(py, q,). Ersetzen Sie die Basisklasse ODE Function durch eine Basisklasse
Hamiltonian, und stellen Sie zumindest folgende virtuelle Funktionen zur Berech-
nung von H, %—IZ, und %—I; zur Verfiigung. Sie diirfen eine separable Hamiltonfunktion

annehmen.

virtual double Eval (const Vector & p, const Vector & q);
virtual void EvalDp (const Vector & p, const Vector & q, Vector & dHdp);
virtual void EvalDq (const Vector & p, const Vector & q, Vector & dHdq);



