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Aufgabe 1. Seien Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C1, L(u) = −∇ · (A(x)∇u)
ein elliptischer Differentialoperator mit der Matrix A = (aij), aij ∈ L∞(Ω), g ∈ H1(Ω) und
f(x, u) eine Carathéodory-Funktion. Ferner sei f(x, ·) lipschitzstetig im Sinne von

|f(x, u)− f(x, v)| ≤ f0|u− v| für x ∈ Ω, u, v ∈ R,
wobei f0 > 0. Zeigen Sie, dass unter einer Kleinheitsannahme an f0 (die zu bestimmen ist)
es höchstens eine schwache Lösung des Randwertproblems

L(u) = f(x, u) in Ω, u = g auf ∂Ω

geben kann.

Aufgabe 2. Betrachten Sie auf dem beschränkten Gebiet Ω ⊂ Rn mit ∂Ω ∈ C1 die quasili-
neare Gleichung

−∇ · (a(u)∇u) = f in Ω, u = 0 auf ∂Ω,

wobei a ∈ L∞(R) ∩ C0(R), a(u) ≥ α > 0 für u ∈ R und f ∈ L2(Ω). Definiere den Fixpunkt-
operator S : L2(Ω)× [0, 1]→ L2(Ω), S(v, σ) = u, wobei u die Lösung von

−∇ · (a(v)∇u) = σf in Ω, u = 0 auf ∂Ω,

ist. Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Leray-Schauder erfüllt sind
und schließen Sie die Existenz einer schwachen Lösung der obigen nichtlinearen Gleichung.

Aufgabe 3. Seien Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C1, f : R → R eine stetige,
monoton fallende Funktion mit f(0) > 0 und g ∈ H1(Ω) mit g ≥ γ > 0 auf ∂Ω. Sei ferner u
eine schwache Lösung von

−∆u = f(u) in Ω, u = g auf ∂Ω.

Zeigen Sie, daß eine Konstante γ0 > 0 existiert, so daß u ≥ γ0 in Ω.
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