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Aufgabe 1. Zeigen Sie, dass es höchstens eine schwache Lösung der Minimalflächengleichung

div
( ∇u√

1 + |∇u|2
)

= f in Ω, u = 0 auf ∂Ω,

gibt.

Anleitung: Zeigen Sie zuerst für alle p, q ∈ Rn( p√
1 + |p|2

− q√
1 + |q|2

)
· (p− q) ≥ 1

2
(
√

1 + |p|2 +
√

1 + |q|2)
∣∣∣ p√

1 + |p|2
− q√

1 + |q|2
∣∣∣2.

Zeigen Sie dann: Sind u, v ∈ H1
0 (Ω) zwei schwache Lösungen der Minimalflächengleichung, so

folgt u = v in Ω.

Aufgabe 2. Seien Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C1, a : Rn → Rn monoton,
b : Ω× R→ R eine Carathéodory-Funktion mit

(b(x, u)− b(x, v))(u− v) ≥ β(u− v)2 für x ∈ Ω, u, v ∈ R,
β > 0 und f ∈ L2(Ω). Ferner seien u und v schwache Lösungen der Ungleichungen

−div a(∇u) + b(x, u) ≤ f, −div a(∇v) + b(x, v) ≥ f in Ω

und u ≤ v auf ∂Ω. Zeigen Sie, dass u ≤ v in Ω.

Aufgabe 3. Seien Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C1, f ∈ L∞(Ω) mit f ≥ 0 in
Ω und g ∈ L∞(∂Ω). Sei ferner u ∈ H1(Ω) eine schwache Lösung von

∆u = eu − f(x) in Ω, u = g auf ∂Ω

und setze f∗ = infΩ f und f∗ = supΩ f . Zeigen Sie, dass gilt:

min{inf
∂Ω
g, ln f∗} ≤ u ≤ max{sup

∂Ω
g, ln f∗} in Ω.
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