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Aufgabe 1. Sei u ∈ H1(Ω) die eindeutig bestimmte schwache Lösung von

∆u = u4 in Ω, u = g auf ∂Ω,

wobei Ω ⊂ Rn mit n ≤ 3 ein beschränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C∞ und g ∈ C∞(Ω) seien. Zeigen
Sie mit Hilfe eines Bootstrapping-Arguments, daß u ∈ C∞(Ω).

Aufgabe 2. Betrachte die Poröse-Medien-Gleichung

ut −∆(uγ) = 0 in Rn, t > 0,

mit einer Konstanten γ > 1 und sei u ≥ 0 eine glatte Lösung mit lim|x|→∞ u(x, t) = 0 und
lim|x|→∞∇u(x, t) = 0.

(i) Sei α + 1 = αγ + 2β. Leiten Sie für die Funktion v : [0,∞) → R, definiert durch
u(x, t) = t−αv(t−β |x|), eine gewöhnliche Differentialgleichung für v her.

(ii) Berechnen Sie eine radialsymmetrische Lösung der Poröse-Medien-Gleichung für den
Fall α = nβ. (Hinweis: Multiplizieren Sie die gewöhnliche Differentialgleichung zuerst mit
ξn−1 = (|x|/tβ)n−1 und integrieren Sie die resultierende Gleichung.)

Aufgabe 3. Sei (u, p) eine klassische Lösung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

ut −∆u+ (u · ∇)u+∇p = 0, divu = 0 in Ω, t > 0,

u = 0 auf ∂Ω, u(·, 0) = u0 in Ω,

wobei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit glattem Rand sei. Zeigen Sie: Es existiert eine
Konstante λ > 0, so daß

∥u(·, t)∥L2(Ω) ≤ e−λt∥u0∥L2(Ω), t > 0.
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