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Aufgabe 1. Seien Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C2 und b : Rn → R eine
Lipschitzstetige Funktion, woraus folgt dass

∃Cb > 0 : |b(p)| ≤ Cb(1 + |p|) ∀p ∈ Rn.

Zeige: Für µ > 0 hinreichend groß hat das Randwertproblem

−∆u+ b(∇u) + µu = 0 in Ω,

u = 0 auf ∂Ω,

eine eindeutige schwache Lösung u ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω).

Aufgabe 2. Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit glattem Rand. Betrachte die nichtlineare
Poissongleichung

−∆u = f(u) in Ω

u = 0 auf ∂Ω

wobei f ∈ C1(R) mit |f ′| ≤ C. Weiters seien u, u ∈ H1(Ω) schwache Lösungen der Unglei-
chungen

−∆u ≤ f(u), −∆u ≥ f(u)

mit u ≤ 0 ≤ u auf ∂Ω und u ≤ u f.ü. in Ω.

(i) Zeige, dass für geeignetes λ > 0 eine Folge (uk) von schwachen Lösungen der RWPs

−∆uk+1 + λuk+1 = f(uk) + λuk in Ω

uk+1 = 0 auf ∂Ω

definiert werden kann, mit

u = u0 ≤ u1 ≤ ... ≤ uk ≤ ... ≤ u f.ü. in Ω.

(ii) Zeige die Existenz einer schwachen Lösung der nichtlinearen Poissongleichung. Zeige
dafür, dass u := limuk in L2(Ω) existiert, eine Teilfolge schwach in H1

0 (Ω) konvergiert
und die schwache Formulierung erfüllt ist.
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Aufgabe 3. Seien Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C1, a : Rn → Rn eine monotone
Funktion, b : Ω× R→ R eine Carathéodory-Funktion mit

(b(x, u)− b(x, v))(u− v) ≥ β(u− v)2 für x ∈ Ω, u, v ∈ R,
β > 0 und f ∈ L2(Ω). Ferner seien u, v ∈ H1(Ω) schwache Lösungen der Ungleichungen

−div a(∇u) + b(x, u) ≤ f, −div a(∇v) + b(x, v) ≥ f in Ω

und u ≤ v auf ∂Ω. Zeige, dass u ≤ v in Ω.

Aufgabe 4. Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit glattem Rand, A(x) eine beschränkte
elliptische Matrix, c ∈ L∞(Ω) mit c ≥ c0 > 0 und f ∈ L2(Ω). Sei (wk)k∈N eine ONB von

H1(Ω) und um =
m∑
k=1

dkmwk die Lösung von∫
Ω

(
∇uTmA∇wk + cumwk

)
dx =

∫
Ω

fwkdx für k = 1, ...m.

Zeige, dass die Folge (um)m∈N schwach in H1(Ω) gegen die schwache Lösung von

−div(A∇u) + cu = f in Ω,

(A∇u) · ν = 0 auf ∂Ω,

konvergiert.


