
ÜBUNGEN ZU “NICHTLIN. PART. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN”

BLATT 5 (26.4.2018)

ANITA GERSTENMAYER

Aufgabe 1. Seien f ∈ C0(R) eine (ggf. nicht streng) monoton wachsende Funktion, sodass
f(w) ∈ L2(Ω) für alle w ∈ L2(Ω), und (uk) ⊂ L2(Ω) eine Folge, wobei Ω ⊂ Rn ein beschränktes
Gebiet mit ∂Ω ∈ C1. Es gelte:

f(uk) ⇀ v in L2(Ω), uk → u in L2(Ω) für k →∞.

Zeige, dass v = f(u) mit Hilfe der Methode von Browder und Minty.

Aufgabe 2. Zeige, dass es höchstens eine schwache Lösung der Minimalflächengleichung
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= f in Ω, u = 0 auf ∂Ω,

gibt, wobei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C1.
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Sind dann u, v ∈ H1
0 (Ω) zwei schwache Lösungen der Minimalflächengleichung, zeige u = v

in Ω.

Aufgabe 3. Betrachte das Drift-Diffusionssystem im thermischen Gleichgewicht (d.h. Zu-
stand mit verschwindendem Stromfluss)

∇u− u∇φ = 0, ∆φ = u− f(x) in Ω, u = f, φ = ln f auf ∂Ω,

wobei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C1 und f ∈ Cb(Rn) mit f ≥ 0 in Ω.

(i) Zeige: (u, φ) mit u > 0 ist genau dann eine klassische Lösung des obigen Randwertpro-
blems, wenn (u, φ) eine klassische Lösung des Problems

∆φ = eφ − f(x), u = eφ in Ω

mit den obigen Randdaten ist.
(ii) Setze f∗ = infΩ f und f∗ = supΩ f . Zeige, dass für eine schwache Lösung φ ∈ H1(Ω) der

obigen Gleichung gilt:

ln f∗ ≤ φ ≤ ln f∗ in Ω.
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Aufgabe 4. Sei u ∈ H1(Ω) die eindeutig bestimmte schwache Lösung von

∆u = u4 in Ω, u = g auf ∂Ω,

wobei Ω ⊂ Rn mit n ≤ 3 ein beschränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C∞ und g ∈ C∞(Ω) seien. Zeige
mit Hilfe eines Bootstrapping-Arguments, dass u ∈ C∞(Ω).


