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Aufgabe 1. Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit glattem Rand. SeiX := C([0, T ];L
2(Ω)).

Betrachte die Abbildung A : X → X, v 7→ u, die einem v ∈ X die schwache Lösung u von
ut −∆u = f(v) in Ω× (0, T ],

u = 0 für (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ],

u(0) = u0 in Ω

zuordnet. Die Funktion f sei Lipschitz-stetig und u0 ∈ L2(Ω). Zeige, dass Ak für k = k(T ) ∈ N
hinreichend groß eine Kontraktion ist.

Aufgabe 2. Seien V = H1
0 (Ω), H = L2(Ω) und u ∈ W 1,2(0, T ;V,H) eine schwache Lösung

von 
ut −∆u = f(u) in Ω, t > 0,

u = 0 auf ∂Ω, t > 0,

u(0) = u0 in Ω.

Die Funktion f sei lipschitzstetig in R mit Lipschitzkonstante L > 0, f(0) = 0, und u0 ∈ L2(Ω).
Zeige:

‖u‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω)e
(L−C−2

p )t, t > 0,

mit Poincaré-Konstante Cp.

Aufgabe 3. Seien z ∈ C1([0, T ];R) mit z ≥ 0 und u ∈ W 1,2(0, T ;V,H) mit V = H1
0 (Ω),

H = L2(Ω) (Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C1). Zeige für 0 ≤ τ ≤ T :∫ τ

0
〈ut, (u− z)+〉H−1dt =

1

2

∫
Ω

(
(u− z)+(τ)2 − (u− z)+(0)2

)
dx+

∫ τ

0

∫
Ω
zt(u− z)+dxdt.
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Aufgabe 4. Seien Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet und u0 ∈ L∞(Ω) mit 0 ≤ u0 ≤ K in Ω.
Sei u eine schwache Lösung von

ut −∆u = u+(α− u) in Ω, t > 0,

u = 0 auf ∂Ω, t > 0,

u(0) = u0, in Ω,

wobei u+ = max{0, u} und α > 0. Zeige: Es existieren m ≥ 0 und M > 0 mit

m ≤ u ≤M in Ω, t > 0.


