Ubungen zu Fanal SS11, 2Jbung

. Seien K, d), n € N, metrische Raume und setze fyig € X = [Tnay Xn

1 dn(fn, 0n)
d(f,g) :=sup(=—F——"—).
(.9 neNp( N1+ dn(fn, gn))
Man zeige, dass{, d) ein metrischer Raum ist, wobei die vdinduzierte Topo-
logie 74 mit der Produkttopologi§] .y 74, Ubereinstimmt, wobeiy, die von
dn auf X, induzierte Topologie ist.

. Bestimme Sie alle moglichen kreisformigen Teilmengen C und begriinden
Sie warum das alle sind!

Geben Sie weiters an, wie man sinnvollerweise definierts éase Teilmenge
A eines Vektorraumes Ub& kreisformig ist. Bestimmen sie damit auch alle
kreisformigen Teilmengen vaRr!

. Man finde ein Beispiel einer kreisformigen Menge, der@meles nicht
kreisformig ist.

Hinweis: Man betrachte eine Art von “Dreieck” ¥ = C2.

. Zeigen Sie, dass in einem Skalarproduktratin((.)) fur eine Folge X»)

in H genau dann limLe. Xn = X (bzgl. |I.l), wenn lim_« (Xl = (x| und
lIMpoe (X0, Y) = (X, y) fur alley € H.
Zudem zeige man, dass lm.x, = x (bzgl. |.|) auch aquivalent zu

lIMpseo 1Xall = 11X und limyoe (X, Y) = (X, y) fur y € D ist. Dabei istD € H
irgend eine dichte Menge.

. Mit der Notation aus dem Beispiel 6 der erstéung seien diX; sogar Raume
mit innerem Produkt.(.);, wobei die Normer.||; von den Produkten,(); er-
zeugt werden.

Zeigen Sie, dasX fur p = 2 dann auch mit einem inneren Produkt versehen
werden kann, sodass die von diesem Produkt erzeugte Nordenaus Beispiel
6 der erstetJbung tibereinstimmt.

Zeigen Sie weiters, dass sich jed#s,(., .);) isometrisch (Produkterhaltend) in
X einbetten lasst, wobei der entsprechende TeilraumXvahgeschlossen ist.

SchlieB3lich zeigen Sie, da¥sgenau dann ein Hilbert Raum ist, wenn aXlees
sind.

. SeiC*(-2,2) versehen mit der grobsten Topologie, sodass alle Abbgdn
C*(-2,2) > C(-2+$.2-3), f > f(”)|(72+%,27%) furallen=0,1,2,..., ke

N stetig sind. Dabei is€(-2 + % 2 - %) mit der Topologie versehen, die von
Il.llo erzeugt wird. Zeigen Sie, dass dar@it(-2,2) zu einem topologischen
Vektorraum wird. Geben Sie eine Null-Umgebungsbasis athzeigen Sie, dass
diese Topologie mit der aus Beispiel 2.2.10 Ubereinstinweinn man dieK;
entsprechend wahlt!



7. Betrachte den Hilbert Raufi(N), und die Elemente

1
b:= (ﬁ)neN, & = (Skn)nent »

P 1 ,k=n
MTl0 L k#n

wobei

Zeige, dass die Mendb, e, &, .. .} linear unabhangig if? ist. Zeige, dass jedes
lineare Funktiona : £ — C mit

p(b)=1, ¢(e)=0,neN,
unstetig ist. Gibt es ein solches lineares Funktional?

8. SeiX ein normierter Raum. Zeige: Ist diKh = oo, dann existiert ein unsteti-
ges lineares Funktional ald. Gibt es ein unstetiges lineares Funktional, wenn
dimX < oo ist?

Hinweis: Man baue mit Hilfe einer (algebraischen Basisyeimbeschrankte
lineare Abbildung naclt.



