Ubungen zu Fanal SS11, 4Jbung

1. SeiX ein topologischer Raum urfelC X. Zeige:E ist nirgends dicht (d.FE hat
leeres Inneres) genau dann, wenn gilt: Jede nichtldigae@Menge enthalt eine
nichtleere fene Menge, die mik leeren Schnitt hat.

2. Der Satz von Baire wird oft dazu benitzt, um die Existeathplogischer Ob-
jekte zu beweisen.

Betrachte die Meng€ aller stetigen Funktionefi : [0,1] — R versehen mit
der Supremumsnorm. S&, € € die Menge jener Funktioneh, fur die es
eint € [0,1] gibt mit |f(s) — f(t)] < nis—t|,s € [0, 1]. Zeige, dassX, in €
nirgends dicht ist, und folgere, dass es eine stetige Famkfibt, die nirgends
differenzierbar ist.

Hinweis: Verwende die vorherige Aufgabe und bemerke, dassstetige Funk-
tion auf [Q 1] gleichmaf3ig durch Polygonziige mit sehr steilen Aiggtieappro-
ximiert werden kann.

3. Sei (X ]].]l) ein Banachraum. Dann ist die Machtigkeit einer algelotees Basis
von X alsC-Vektorraum entweder endlich oder Uiberabzahlbar.

Hinweis: Zeige, dass ein linearer Teilraufrc X keinen inneren Punkt hat, und
verwende den Satz von Baire.

4. Sei (X,7") ein topologischer Vektorraum. Eine MengeC X heil’t beschrankt
(im Sinne von topologischer Vektorraum), falls es zu jedaliingebundJ ein
positive Zahlly gibt, sodas8 ¢ AyU.

(a) Bistbeschranktgenau dann, wenn es zu jeder Nullumgebwaige positive
Zahlyy gibt, sodas® c AU, fur alled > uy.

(b) Ist B beschrankt, so aud
(c) Jede kompakte Menge ist beschrankt.

(d) Ist7 von einer Norm induziert, so gibt es eine Null-Umgebungishiasste-
hend aus beschrankten Mengen.

5. Mit der Notation aus dem ersten Beispiel der zweltdning sei zusatzlich an-
genommen, dass di&{, 74,) alle topologische Vektorraume ni, # {0} sind,
und dass alle Metriked, von Normen|.||, auf X, induziert werden.

Man zeige, dassX, 74) auch ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum ist.
Weiters zeige man, dass keine Nullumgebung bzgbeschrankt im Sinne von
topologischer Vektorraum ist. Kann es aikine Norm geben, die audty in-
duziert?

6. Man zeige, dass ein topologischer VektorraX¥v() genau dann normierbar ist,
dh. es gibt eine Norri.|| auf X, sodas§™ = 7, wenn es eine beschrankte und
konvexe Nullumgebung bzgrl. gibt.

Hinweis: Betrachten Sie das Minkowski Funktional zu einegigformigen und
konvexen Nullumgebung!



7. Sei Q, A, p) ein MalRraum mit einerr-endlichen Mafg. Weiters seh: Q — C
messbar. Seby, = {f € L?(Q, A, u,C) : h- f € L3(Q, A, u, C)}, undM, : Dy, —
L%(Q, A, u, C) definiert durchMpf := h- f.

Man zeige, dass folgende Aussagen aquivalent sind:

(i) he L>(Q, A, u,C),
(i) D = L%(Q, A, i, C) und My, ist beschrankt,
(iii) Dp = L2(Q, A, 1, C).

Hinweis: Aus delL?-Konvergenz folgt die Konvergenz einer Teilfolge fast itbe
alll

8. Weisen Sie nach, dass der RaGm(Q2) aus Bsp. 2.3.10 lokalkonvex ist!
9. Sei 0< p < 1. Zeige: IstV C LP(0,1) Umgebung von 0, und i&f konvex, so
folgtV = LP(0, 1).

Zeigen Sie damit, dass es keine stetige lineare Abbildunig’(0, 1) — C geben
kann (aul3er der Nullabildung).

Hinweis: SeiV konvexe Nullumgebung, > 0, sodas$J;(0) = {g € LP(0,1) :
A(Q) < r} C V (vgl. Bsp. 2.3.11). Sef € LP(0, 1). Wahlen € N mit nP-1A(f) <
%

rh0=X <X <... <X =1mit f|f(t)|Pdt = n~A(f) und setzeyi(t) :=
Xi—1

nf(t) 1k ,.x], sodass = n"(gy + ... + 0n).



