
Übungen zu Fana1 SS11, 7.̈Ubung

1. SeiH ein Hilbertraum undV ∈ B(H). Zeigen Sie, dass folgende Aussagen äqui-
valent sind:

(i) V ist isometrisch.

(ii) Für jedes Orthonormalsystem{uα : α ∈ A} ist {Uuα : α ∈ A} wieder ein
Orthonormalsystem.

(iii) Es existiert ein vollständiges Orthonormalsystem (ONB){uα : α ∈ A},
sodass{Uuα : α ∈ A} ebenfalls ein Orthonormalsystem ist.

Schließlich zeigen Sie, dassV∗V = I und dassVV∗ die orthogonal-Projektion
auf ranV. Geben Sie ein Beispiel eines isometrischenV ∈ B(H) an, das nicht
unitär ist.

2. • SeienH ein Hilbertraum undM ein abgeschlossener Unterraum. Weiters
bezeichneιM : M → H die EinbettungsabbildungιM(x) = x, x ∈ M. Man
bestimme die Hilbertraumdjungierte vonιM.

• SeiX eine Menge,µ einσ-endliches Maß aufX undk ∈ L2(µ×µ). Betrachte
den IntegraloperatorK mit Kern k, das ist der Operator

(K f )(x) :=
∫

X

k(x, t) f (t)dµ(t) .

Bekannterweise istK ∈ B(L2(µ)). Man zeigeK∗ ist ein Integraloperator
der gleichen Bauweis. Bestimmen Sie dabei das entsprechendek.

3. Zeigen Sie: SeiT ∈ B(H) positiv, daher (T x, x) ≥ 0 für allex ∈ H. Dann existiert
genau ein (!!!) positiver OperatorA ∈ B(H) mit T = A2. Man bezeichnetA als
T

1
2 . Ist T kompakt, so zeige man, dass auchT

1
2 kompakt ist.

Hinweis: Wie stehen die Spektralmaße vonT undA in Relation?

4. Sei H ein Hilbertraum. Ein OperatorW mit der Eigenschaft, dassW |(kerW)⊥

isometrisch ist, heißtpartielle Isometrie. Zeige: SeiT ∈ B(H). Dann existiert
ein positiver OperatorA und eine partielle IsometrieW mit kerW = kerA,
ranW = ranT , sodassT = WA. Man spricht von derPolarzerlegung eines Ope-
rators.
Hinweis: DefiniereA als (T ∗T )

1
2 .

5. Die Schmidt-Reihe für einen kompakten Operator: SeiT ∈ B(H) kompakt. Dann
existieren Orthonormalsysteme

{φn : n = 1, 2, . . .}, {ψn : n = 1, 2, . . .} ,

sowie Zahlensn mit 0 < . . . ≤ sn ≤ sn−1 ≤ . . . ≤ s1 = ‖T‖, sodass gilt

T =
∑

n

sn(·, φn)ψn ,

wobei die Reihe in der Operatornorm konvergiert. Diesn heißen s-Zahlen vonT ,
und ihre Quadrate sind gerade die Eigenwerte vonT ∗T .

Hinweis: Verwende die Polarzerlegung vonT und den Spektralsatz fürT ∗T .



6. SeiH ein Hilbertraum und seiP ∈ B(H) eine orthogonal-Projektion. Berechnen
Sieσ(P), σp(P) sowie das dazugehörige SpektralmaßE : σ(P)→ B(H).

7. SeiA : L2[0, 1] → L2[0, 1] definiert durch (A f )(x) = i
∫
[0,x]

f dλ − i
2

∫
[0,1]

f dλ.
Zeigen Sie, dassA ein kompakter selbstadjungierter Operator ist.

Bestimmen Sie‖A‖, σ(A), σp(A), r(A), γ−(A), γ+(A), W(A).

8. Sei A wie im vorherigen Beispiel. Bestimmen Sie für alleλ ∈ σp(A) die Ei-
genräume ker(A − λI) sowie das dazugehörige SpektralmaßE : σ(A)→ B(H).

Schließlich gebe man eine ONB wie im Spektralsatz für selbstadjungierte kom-
pakte Operatoren an!

9. SeiA = A∗ ∈ B(H), und seiE das dazugehörige Spektralmaß. Fürλ ∈ R sei
Eλ := E(σ(A) ∩ (−∞, λ]).

Zeigen Sie, dass für ein stetigesφ : [γ−(A), γ+(A)] → C das Riemann-Stieltjes
Integral

γ+(A)∫

γ−(A)−

φ dEλ := lim
|R|→0

n(R)∑
j=1

φ(α j)(Eξ j − Eξ j−1),

wobei die RiemannzerlegungR die Stützstellenξ j und die Zwischenstellenα j

hat, bezüglich der Operatornorm gegen
∫
φ|σ(A)dE konvergiert.

Bemerkung: Das ist die klassische Art und Weise, wieΦE(φ) definiert ist.


