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Ubungen zur Vorlesung
Computermathematik

Serie 2

Aufgabe 2.1. Das A%-Verfahren von Aitken ist ein Verfahren zur Konvergenzbeschleunigung
von Folgen. Fiir eine injektive Folge (x,) mit z = lim,,_,, 2, definiert man

2
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Unter gewissen Voraussetzungen an die Folge (z,,) gilt dann

. T — Yn
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=0,

d.h. die Folge (y,,) konvergiert schneller gegen z als (z,,). Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion
aitken, die einen Vektor z € RY iibernimmt und den Vektor y € RY~2 zuriickgibt. Verwenden
Sie dazu geeignete Schleifen.

Aufgabe 2.2. Schreiben Sie eine alternative MATLAB-Funktion aitken vec, die den Vektor
y € RVN=2 aus Aufgabe 2.1 mittels geeigneter Vektor-Arithmetik statt Schleifen berechnet.

Aufgabe 2.3. Erweitern Sie den Code von Folie 66, indem Sie das Konvergenzverhalten des
einseitigen und zentralen Differenzenquotientens mit dem Aitkenschen A2-Verfahren verbessern.
Welche Konvergenzraten beobachten Sie? Visualisieren Sie diese geeignet!

Aufgabe 2.4. Schreiben Sie eine Funktion diffaitken, die die Ableitung einer Funktion in
einem Punkt x approximiert. Dazu verwende man den zentralen Differenzenquotienten

Fla+h) — fla—h)

(k) = 2h

Fiir gegebene Startschrittweite ko > 0 und Toleranz 7 berechne man die Folgen h,, := 2~ pg,
Ty = ®(hy), und ¢, = x, fiir n = 1,2 baw. sei ¢, := y,_o fir n > 3 der Wert der Aitken-
Extrapolierten. Die Iteration werde beendet, falls n > 2 und

T falls |¢y,| < 7,

T| | sonst.

’¢n - (bn—l‘ § {

In diesem Fall werde ¢,, als Approximation der Ableitung zuriickgegeben.

Aufgabe 2.5. Die sogenannte Power-Iteration approximiert (unter gewissen Voraussetzun-
gen) den betragsgroBten Eigenwert A € R einer symmetrischen Matrix A € R™*" sowie einen



dazugehdrigen Eigenvektor x € R™. Dazu withlt man einen Startvektor z(®) € R™\{0}, z.B.
0 = (1,...,1) € R™. Man definiert induktiv fiir k € N die Folgen

AzF=1)
(k) — 2~ ° o (k)
= AT, und A = 2® . Az Zx
wobei [|y||2 := ( > =1 y]2) /2 die euklidische Norm bezeichne. Dann konvergiert die Folge (\x) ge-
gen A und (x(k)) konvergiert (in einem geeigneten Sinn) gegen einen Eigenvektor zu A. Schreiben
Sie eine Funktion poweriteration, die eine Matrix A, eine Toleranz 7 und einen Startvektor

2 iibernimmt, dann A auf Symmetrie iiberpriift und ggf. mit Fehlermeldung abbricht und
schlieBlich die Folgen (\;) und (z*)) berechnet, bis gilt

[Az®) — \z® s <7 und [ Aeog — M| < {T fir Al <.

7| Ak sonst.
Die Funktion liefere in diesem Fall \;, und z*) zuriick. Realisieren Sie die Funktion moglichst re-
chenokonomisch, d.h. vermeiden Sie unnétige Berechnungen (insb. von Matrix-Vektor-Produkten),
indem Sie Ergebnisse ggf. zwischenspeichern. Sie konnen Thre Funktion mit Hilfe der MATLAB-
Funktion eig verifizieren. Verwenden Sie die Funktion norm sowie MATLAB-Arithmetik, soweit
wie moglich.

Aufgabe 2.6. Zu gegebenen reellen Stiitzstellen 21 < --- < ,, und Funktionswerten y; € R
garantiert die Lineare Algebra ein eindeutiges Polynom p(t) = Z?:l a;jt= vom Grad n — 1
mit p(z;) = y; fiir alle j = 1,...,n. Nun sei t € R fixiert und p(t) gesucht. Man kann p(t) mit
dem Neuwille- Verfahren berechnen, ohne zunéchst den Koeffizientenvektor a € R™ berechnen zu
miissen: Dazu definiere man fiir j,m € N mit m > 2 und j +m < n + 1 die Werte

bj1=Yj,
(t —2))pj+1,m—1 — (t = Tjrm—1)Pjm—1

Tjrm—1 — Tj

Pjm =

Es gilt dann p(t) = p1 . Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion neville, die den Auswer-
tungspunkt ¢ € R sowie die Vektoren z,y € R™ iibernimmt und p(¢) mittels Neville-Verfahren
berechnet. Dazu beriicksichtige man das folgende schematische Vorgehen

yi. = pia1g — D2 — D13 — ... — pin = p(t)
a S a
Y2 = P21 — P22
a a
Y3 = p31 — (1)
. ) .
Yn—1 = DPn-11 —7 DPn—12
/!
Yn =  DPnji

Der mathematische Beweis fiir diesen Algorithmus folgt in der Vorlesung zur Numerischen
Mathematik. Zunéchst schreibe man die Funktion so, dass die Matrix (pjm)},,—; vollstindig
aufgebaut wird. Sie kénnen den Code testen, indem Sie fiir ein bekanntes Polynom p als Funk-
tionswerte y; = p(x;) wihlen.



Aufgabe 2.7. Man kann das Neville-Verfahren aus Aufgabe 2.6 so programmieren, dass zur
Speicherung der Werte keine Matrix (pjm)?,m:l aufgebaut wird, sondern die gegebenen y;-Werte
geeignet {iberschrieben werden. Dadurch wird kein weiterer Speicher benétigt. Man realisiere
dieses Vorgehen in einer MATLAB-Funktion neville2.

Aufgabe 2.8. Das Integral f: f dx einer stetigen Funktion f : [a,b] — R kann man durch
eine sogenannte Quadraturformel

b n
/ fd:E%ijf(xj)
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approximieren, wobei man sich einen Vektor x € R™ mit z; < --- < =z, vorgibt und die
Funktion f (formal = theoretisch) durch ein Polynom p(z) = >°7_; a;2’ 1 vom Grad <n —1
mit p(x;) = f(x;) fir alle j = 1,...,n approximiert und das Integral ff pdx exakt berechnet.
Die Gewichte w; lassen sich aus der Forderung berechnen, dass

b n
/ qdx = Z w;q(x;) fiir alle Polynome ¢ vom Grad <n —1
a ]:1

gilt. Dies ist ndmlich dquivalent zur Losung des linearen Gleichungssystems

pr+1 aF+1 b n
— :/xkda::ijxk fiur alle k=0,...,n— 1.
a j=1

E+1 k+1 J

Warum ist das so? Schreiben Sie eine Funktion quadrature, die zu gegebenem Spaltenvektor
xz € R"™ und Integrationsgrenzen a < b den Zeilenvektor der Gewichte w € R™ zuriickgibt.
Dazu bauen Sie das lineare Gleichungssystem moglichst effizient auf und losen dieses mittels
Backslash-Operator. Mit Hilfe des Ergebnisvektors w € R™ ergibt sich das approximative Inte-
gral in der Form omega*fx, wenn fx der Spaltenvektor der Funktionsauswertungen ist. Visua-
lisieren Sie das Konvergenzverhalten des Fehlers

b
en:‘/ fdr — omega * fx
a

iiber der Léange n eines dquidistanten z-Vektors (d.h. z; = a + (b —a)(j —1)/(n — 1)) fiir die
Funktionen f(z) = exp(z) und f(z) = 29 iiber dem Integrationsbereich [0, 10].



