Ubungen zur LVA Modellieren mit PDEs, LVA 101.500 WS 2014/15

Serie 6

Besprechung: Mittwoch, 19.11.14
6.1. Betrachten Sie das (singuldr gestorte) Problem
ey’ +2y +y=¢€", x € (0,1), y(0)=y(1) =0 (1)
fiir kleine € > 0.
a) Formulieren Sie die Gleichungen fiir die “4ufiere Entwicklung”

b) Formulieren Sie die Gleichungen fiir die “innere Entwicklung” auf dem Intervall (0, ). Verwenden
Sie hierzu, dafl die rechte Seite f(z) = e® auf (0,¢) in der neuen Variable & entwickelt werden

kann als f(x) = f(e€) = f(0) +£f/(0) + -+

c) Bestimmen Sie die Terme yo, y1 der dufleren Entwicklung und die Terme Yy, Y7 der inneren
Entwicklung mittels “matching”. Geben Sie eine uniforme Approximation an (nur formal—Sie
miissen nicht nachrechnen, dafi diese Approximation sinnvoll ist).

6.2. Betrachte Sie folgende gestorte Gleichung

—y' ey +y=f2), ze(01), y0)=y1)=0
fir kleine €.

a) Machen Sie einen Ansatz y = yo + cy1 + £%y2 + - - und leiten Sie geeignete Gleichungen fiir die
Funktionen g; her.

b) Versuchen Sie, die Entwicklung zu rechtfertigen, d.h. zeigen Sie, dafl (unter geeigneten Glattheits-

voraussetzungen an f die endliche Reihe ZZJ.V:O ey, fiir kleine € eine gute Approximation an die
exakte Losung ist. Hinweis: Sie diirfen verwenden, dafl fiir die Losung des Problems

—u" +u=g, x € (0,1), u(0) =u(1) =0

nach Lax-Milgram gilt:
||U/||2L2(0,1) + HUH%Z(O,I) < ||9H%2(0,1)-

c) (*) Konnen Sie auch Aussagen iiber den punktweisen Fehler machen?

d) Sei f € C°°(R). Dann existieren alle Terme y; der dusseren Entwicklung. Konvergiert die Reihe
Do €'Yi?

6.3. Betrachten Sie das singulér gestorte Problem

%y +y=f(z), xe(01), y0)=y1)=0

a) Formulieren Sie die Gleichungen fiir die duflere Entwicklung. Welche Randbedingungen kénnen
Sie stellen?

b) Grenzschichten treten nun an beiden Endpunkten 2 = 0 und z = 1. Betrachten Sie nur das
Verhalten an der Stelle z = 0. Fiir die innere Entwicklung machen Sie den Ansatz z = ¢*¢ mit
a > 0. Bestimmen Sie o.

¢) Konstruieren Sie so viele Terme der duferen und inneren Entwicklung, dafi Sie eine Approxi-
mation 3 erhalten, deren Residuum (d.h. sowohl das Volumsresiduum —&%3” + 3 als auch das
Randresiduum |g(+1)]) von der Ordnung O(e?) ist.

d) Der Satz von Lax-Milgram besagt fiir die Losung y, daf§
52”?/”%?(0,1) + HyH%Z(O,l) < Hf”%?(og)-

Zeigen Sie damit, dafl Sie die von Thnen bestimmte uniforme Approximation tatsichlich eine
sinnvolle Approximation an die exakte Losung ist.



6.4.

(Probleme mit “turning points”)

a)

b)

Betrachten Sie fiir kleine € > 0 das Problem
—ey' +ay' +y=1, ze(-L1), y-1)=y1)=0.

Uberlegen Sie sich, wie Sie die Funktionen y; der duferen Entwicklung Do 'y, bestimmen kénnen.
Hinweis: die reduzierte Gleichung ist erster Ordnung, aber Sie diirfen keine Randbedingungen
stellen.

An welchen Stellen erwarten Sie Grenzschichten?
Betrachten Sie fiir kleine € > 0 das Problem
—ey —xy +y=1, xr e (=1,1), y(=1) =y(1) = 0.

Konstruieren sie eine Funktion yy mittels geeigneter “duflerer Entwicklungen, die in weiten Be-
reichen des Intervalls (—1,1) eine gute Approximation an y liefert. Wo erwarten Sie nun Grenz-
schichten? Auf welcher Lingenskala erwarten Sie diese Grenzschichten?



