Numerik von PDEs: stationire Probleme WS 2013/14 J.M. Melenk

Ubungsblatt 3
Diskussion des Blattes: Do., 24.10.2013 (Aufgaben 1-5) und 31.10.2013 (Aufgaben 6-9)

1. Sei ) C R ein Intervall.

a) Zeigen Sie: H} () ist ein abgeschlossener Teilraum von H'((2).

b) Zeigen Sie: Fiir u € H'(Q) gilt |u(z) —u(y)| < v/|z — y|||v/|| 12(q)- Hinweis: Zeigen Sie die

Aussage zuerst unter der Annahme, daf§ u € C*(f2). Verwenden Sie dann die Aussage,
daB C°°(Q) dicht in H(Q) liegt.

c) Zeigen Sie mittels b) und dem Satz von Arzela-Ascoli, dafl H'(€2) kompakt in den L?(Q)
eingebettet ist.

2. Sei Q= B;(0) C R? die (euklidische) Einheitskugel im R?. Sei u(z) := In(In|z|/e) (wobei |z|
die euklidische Norm von =z ist). Zeigen Sie: u € Hj(Q2) (also: w € H'(Q) und vou = 0) aber
u & L>®(Q).

3. Sei Q= (—1,1). Zeigen Sie folgende Dichtheitsaussagen:
a) C5°(Q) ist dicht in L*(Q)

b) Es gilt, daB C*°(Q) ist dicht in H'(Q). Zeigen Sie folgendes, schwicheres Resultat: Fiir
jedes ¥ = (—=1+6,1—4) (mit 6 > 0) und jedes ¢ > 0 laBt sich zu jedem u € H'(Q) ein
u. € Cg°(R) finden, so daB ||u — u.| g1y < €.
Hinweis: iiberlegen Sie sich, daf fiir den “iiblichen” Mollifier ps auf Q' gilt: (u x ps)’ =
u' x ps.

4. Sei Q= (-1,1),

_ JA—=z)? ze(=11)
plo) = {o z €R\[-1,1]

Sei (g;)ien eine Aufzéhlung der rationalen Zahlen in €. Zeigen Sie: die Funktion

u(r) = 3 el - 0)2)

1€N

ist ein Element von H'(Q). Ist u bei z € QN (0, 1) klassisch differenzierbar?

5. (Fortsetzungsoperatoren fiir “glatte” Gebiete) Ziel: falls 9 in C* ist, dann existiert ein Fort-
setzungsoperator E : H*(Q) — H*(R?).

a) Sei © = (0,1) und Q = (—1,1). Sei u € C([0,1]). Setzen Sie u zu einer Funktion
Fu € C'(—1,1) fort. Machen Sie hierzu den Ansatz fiir x < 0: (Fu)(z) := apu(—z/2) +
aju(—z/3) und bestimmen Sie ag, a;. Zeigen sie, dafl sich £ : HY(Q) — H'(-1,1)
fortsetzen 1aBt. Zeigen Sie, daB sogar E : H*(Q) — H?*(—1,1) gilt.



b) Seien 1 > gy > q; > -+ > @, > 0. Konstruieren Sie wie in a) eine C*-Fortsetzung

einer Funktion u € C*([0,1]) auf Q mittels des Ansatzes (Fu)(z) = Zf:o a;u(—g;x) fiir

~

x < 0. Fiir welche Sobolevraume H® gilt £ : H*(2) — H*(Q) ist stetig?

c) Sei Q= (—1,1)%1x (0,1) und Q = (—1,1)%! x (=1, 1). Konstruieren Sie einen Fort-
setzungsoperator E : H¥(Q) — H*(Q).

6. In der VO wurden die Sobolevschen Einbettungssitze vorgestellt. Diese Aufgabe stellt mit
dem sog. “Skalierungsargument” eine einfache Methode vor, um zu priifen, ob ein Einbet-
tungssatz gelten kann.

a) Zeigen Sie, daB H'(R") nicht (stetig) in den LI(R™) fiir ¢ € [1,2) eingebettet werden
kann.

b) Zeigen Sie fiir n > 2 und oo > ¢ > p*, wobei z% =

den L9(R™) eingebettet werden kann.

— L daB H'(R™) nicht (stetig) in

1
2

Hinweis: Es reicht zu zeigen, dafl es keine Konstante C' > 0 geben kann, so dafl
ullpo@ny < Cllullm@sy  Vu e 57 (R").

Hierzu betrachtet man fiir festes u auch die Funktion z — u(x\) fiir geeignetes A > 0. Dieses
Vorgehen nennt man “Skalierungsargument”.

7. Ziel der Aufgabe ist, den Rellichschen Auswahlsatz (“H' ist kompakt in L? eingebettet) in
einem einfachen Setting ohne den Satz von Arzela-Ascoli zu verwenden.

Sei 2 = (0,7). Dann ist aus der Analysis bekannt, daf} jedes u € L?(Q) sich als Sinusreihe
u =Y u,sinnx schreiben laBt, wobei HuH%Q(Q) = 2>  u2. Ebenfalls bekannt aus der
Analysis ist, daf sich u alternativ in eine Cosinusreihe entwickeln 1a8t: u 148t sich schreiben

als w =" ", cosnx, wobel HUH%Q(Q) =mluol? + 5307 up.

a) Zeigen Sie, daB fiir jedes u € H}(Q) die Koeffizienten der Sinusreihe von u die folgende

Beziehung erfiillen:
T o0
S SRl
n=1

Hinweis: Entwickeln Sie v’ € L*(€) in eine Cosinusreihe und iiberlegen Sie sich, daf Sie
durch Aufintegrieren die Sinusreihe von wu erhalten kénnen.

b) Teilaufg. a) zeigt, da fir u = > -, u, sinnz, der Ausdruck > °7 (1 + n?)u? eine zur
H'(Q)-Norm #quivalenten Ausdruck darstellt. Definieren Sie auf dem Raum der Folgen
(v5,)52, die Normen ||v||% := Y oo v2 und |[v]|7, := >°7 (1 + n?)v2 und damit die
entsprechenden Riaume ¢? und h'. Zeigen Sie, dafl h' kompakt in £? eingebettet ist.

Hinweis: Betrachten Sie eine Folge von Folgen (v}),en, (v2)nen, (03 )nen, - - - mit [Jo™ || <

1 fiir alle m. Uberlegen Sie sich, daB Sie eine Teilfolge auswihlen konnen, die eine
Cauchyfolge bzgl. || - ||,z ist (Dafl diese Cauchyfolge dann konvergiert, folgt aus der
Vollstéindigkeit von ¢?, welche Sie annehmen diirfen).

8. Sei Q C R? Lipschitzgebiet. Es ist H2(Q) € H'(Q) C L*(Q) (sogar mit kompakten Einbet-
tungen). Diese kompakte Einbettung driickt sich in den folgenden sog. “Interpolationsunglei-
chungen” aus.



a) Zeigen Sie unter Verwendung eines Fortsetzungsoperators und geeigneter partieller In-
tegration auf R% Es gibt ein Cq > 0 so dafl

”qu%Q(Q) < Callull 20 llwll m2(o) Yu € H*(Q)

b) Zeigen Sie mittels einer geeigneten partiellen Integration und der Dichtheitsaussage, dafl

C*(Q) dicht in H?(Q) ist, daB fiir ein Cq > 0

IVullia0) < Callullra@lulmze — Yu € H*(Q) N Hy(Q).

9. Zeigen Sie mit Hilfe des Lemmas von Deny-Lions, da8 fiir £ > 0 (und beschridnkte Lipschitz-
gebiete) gilt:
[ull vy < Ca [lularg) + lullr2@)] vu € H*(Q),

d.h. die Seminormen |u|g1(q), . - ., [u]gre-1(q) sind “iberfliissig”.



