Erste Ubung zu Komplexe Analysis (SS 2013)

1. Zeigen Sie, dass fiir ein holomorphes, injektives f : D — C mit offener Men-
gen D c C, sodass f'(z) #0 fiir alle z € D, die Bildmenge G := f(D) offen ist
und auch die Umkehrfunktion holomorph ist, wobei (f~1)(w) =
fir alle w € G.
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Hinweis: Umkehrsatz aus der Analysis.

2. Sei f:D —Y aus CX(D), wobei D < C offen und Y ein Banachraum iiber C
ist. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind, wobei (¢) nur im
Fall Y = C Sinn macht:

(a) f ist holomorph.
(b) f exfiillt &£ =0, wobei 2 = 3(Z& +i ).

(c) fiir alle z € D ist entweder df(z) die Nullmatrix oder es gibt ein 1 >
0, sodass 1 df(z) € SO(2). Dabei ist SO(2) die Menge aller reellen,
orthogonalen 2 x 2-Matrizen mit positiver Determinante.

Bestimmen Sie im Falle von Holomorphie dieses 7 > 0, und zeigen Sie, dass
L@ =f'(2), ze D, wobei £ = L& -i ).
Anmerkung: %(z) und g—’;(z) heiflen Wirtinger Ableitungen.

3. Zeigen Sie, dass fiir ein f : D — Y aus C1(D) (D < C offen) die Abbildung
g:{z:zeD}=D >z f(2) €Y genau dann holomorph, wenn % =0. Wie

lasst sich im Fall Y = C die Holomorphie von g mit Hilfe von df(z) analog
zum letzten Beispiel charakterisieren? Wie berechnet sich g’(z)?

4. Zeigen Sie, dass fiir stetig differenzierbare f :D — C und g: G — Y mit
f(D) < G folgende Kettenregeln fiir den Wirtinger Kalkiil gelten.
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r (z0) = 3 (f(z0)) e (z0) + ag(f(ZO)) P (20).
Zeigen Sie damit, dass die der Kettenregel fiir holomorphe Funktionen so-
gar richtig ist, wenn nur eine der beiden Funktionen holomorph ist.

5. Zeigen Sie, dass 4% %f = Af, wenn f € C2(D), wobei A den Laplace Ope-

2 2 -
rator - + 357 bezeichnet.

Zeigen Sie auch, dass fiir ein harmonisches f : D — Y, dh. f € C2(D) mit
Af =0, die Funktion % holomorph ist.

6. Zeigen Sie, dass die dritten Charakterisierung der Holomorphie in der
zweiten Aufgabe fiir ein holomorphes f : D — C bedeutet, dass df(z) im-
mer eine Drehstreckung ist. Insbesondere rechne man nach, dass fiir ste-
tig differenzierbare y1,ys : (a,b) — D mit yi(c) = ya(c) fur ein c € (a,b)
der Winkel zwischen den Tangenten y/(c) und y,(c) mit dem Winkel zwi-

schen den Tangenten (f oy1)'(c) und (f oy2)'(c) iibereinstimmt, und dass
I(FoyD) (@l — I(foye) (e)ll2
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Schliefllich zeige man, dass die Wegldnge von f oy gleich fab IF'(y @) -
ly1(®)| dt ist.

. Sei f(2) := |z|?, und sei y der Weg der aus den Seiten des Quadrates mit

den Eckpunkten 0,1,1+i,i besteht, die der Reihe nach im positiven Sinne
durchlaufen werden. Berechne, durch tatsichliches Ausrechnen, das Inte-

gral [, f(O)dC.

. Sei f(z):= =, a >0, und sei v der Weg der aus den Seiten des Quadrates

z—2p’
mit den Eckpunkten z¢ +a + ia besteht, die der Reihe nach im positiven

Sinne durchlaufen werden. Berechne das Integral fy fHdc¢.

. Sei a €[0,Z]. Man berechne die Integrale

0 2 2 2
f e ¥ cos(2a) | coS (x sin(2a)) dx
0

oo 2 92 2
f o ¥ cos(2a) sin (x sin(2a)) dx
0

Als Sonderfall fiir « = 7 berechne man die sogenannten Fresnelschen Inte-
grale

fcos(xz)dx, fsin(x2)dx.
0 0

Hinweis: Man integriere die Funktion f(z) := e % langs dem Weg v, der sich aus
der Strecke [0,R], dem Kreisbogen von R zu Re'?, und aus der Strecke [Re'?,0]
besteht.

Zeigen Sie, dass stetige Wege v¢,y1 :[0,1] — D mit gleichen Anfangs- und
gleichen Endpunkt genau dann homotop sind, wenn es eine stetige Abbil-
dung A :D — D gibt, sodass yo(¢) = Alexp(int)) und y1(¢) = Alexp(—int)).

Zeigen Sie auch, dass ein stetiger und geschlossener Weg y : [-1,1] — D
genau dann in D null-homotop ist, wenn es eine stetige Abbildung A :D —
D gibt, sodass yo(¢) = Alexp(int)).



