Ubungen zu Topologie WS13/14, 5. Ubung

. Mit der Notation aus dem Beispiel 3 der vierten Ubung sei (X, 7") kompakt und
(T2),und sei R = C(X,R). Zeigen Sie, dass dann das Bild von ¢ genau die Menge
aller maximalen Ideal von R ist, und dass ¢ : X — ¢(X) ein Homdomorphismus
ist.

Hinweis: Fir fi,..., f, € I (I maximales Ideal) zeige man, dass -, __, ker f;
nicht leer ist, indem man aus dem Gegenteil die Existenz einer Nullstellenfrei-
en Funktion aus 7 herleitet. Nun verwende die Kompaktheit, um auf 7 € ¢(X)
schlieBen zu konnen. Fiir den 2ten Teil zeige @ c ¢(K).

. Zeigen Sie, dass eine topologische Gruppe (G, 7") genau dann metrisierbar ist,
wenn der Umgebungsfilter U(e) des neutralen Elements eine abzihlbare Basis
hat und ﬂVElI(e‘) V= {e} erfiillt.

Zeigen Sie weiters, dass es in dem Fall eine mit 7 vertrigliche Metrik gibt, die
links invariant ist, dh. d(gx, gy) = d(x, y) fiir alle x, y, g € G erfiillt.

. Zeigen Sie, dass jede topologische abelsche Gruppe (G, 7") mit (72) eine Ver-
vollstindigung hat, es also eine vollstindige topologische abelsche Gruppe
(G, 7)) mit (T2) gibt, die (G, 7") als dichten Teilraum enthailt.

Vollstidndigkeit bezieht sich auf die von 7~ eindeutig induzierte Uniformitét.

Zeigen Sie weiters, dass jeder topologische Vektorraum eine Vervollstindigung
hat!

. Erfiille (X, ") das (T3, 5). Zeigen Sie, dass fiir jede Menge U von Uniformitéten
U auf X, die alle 7 induziert, der Supremumsfilter \/q;cy U auf X X X eine
Uniformitit abgibt, die auch 7~ induziert. Zeigen Sie damit, dass es eine feinste
Uniformitit auf X gibt, die 7 induziert.

. Sei (X, 7) vollstidndig regulir. Sei
U :={U : U Uniformitit auf X, 7(U) = 7, X bzgl. U vollstindig beschrinkt}

Zeigen Sie, dass U nicht leer ist, und dass U bijectiv allen (72)-
Kompaktifizierungen von (X, 7°) (modulo Isomorphie) entspricht. Welche Rolle
spielt dabei die Stone-Czech Kompaktifizierung?

. Man gebe einen Homdomorphismus an, der die kantorschen Menge K C R auf
K x K abbildet, wobei die rechte Seite mit der Produkttopologie versehen ist.

Mit Hilfe dieses Homdomorphismuses und der Abbildung aus dem vorletzten
Beispiel der vierten Ubung baue man eine surjektive und stetige Abbildung von
[0, 1] x [0, 1] (versehen mit der Produkttopologie) auf [0, 1]. Kann eine derartige
Abbildung injektiv sein?

. Sei (X, 7") ein kompakter topologischer Hausdorffraum mit einer Basis $ der To-
pologie. Zeigen Sie, dass X dann stetiges Bild einer abgeschlossenen Teilmenge
A von {0, 1}% ist.

Hinweis: Setze C(0,B) = B und C(0, B) = X\ B = B¢ fir B € C. Fir
(€B)pes € {0,1}% definiere ¢((£p)pes) = Mpes C(€, B). Zeigen Sie mit Hilfe



der kompaktheit von X, dass A := {(£p)pes € {0, 1}2 1 ¢((ép)ges) # 0} abge-
schlossen in {0, 1} ist. Zeigen Sie auch, dass ¢((£p)pes) hochstens einpunktig
ist, indem Sie x # y aus dieser Menge auf einen Widerspruch fiihren. Nun defi-
niere man f : A — X geeignet, sodass f stetig wird.

8. Zeigen Sie, dass jeder kompakte metrische Raum stetiges Bild der Kantorschen
Menge K ist.

Anmerkung: Daraus und aus der Funktionalanalysis leitet man unschwer her,
dass jeder separable Banachraum Y isometrisch isomorph zu einem abgeschlos-
senen Unterraum von C(K) ist. In der Tat ist die abgeschlossene Einheitskugel
Kf/ (0) des Dualraumes von Y bzgl. der schwach* Topologie kompakt und me-
trisierbar, also das stetige Bild f(K) der Kantorschen Menge. Zudem ist gemaf
Hahn-Banach y — (3’ — y’(y)) eine lineare Isometrie von Y nach C(Kf "(0)).
SchlieBlich ist dann y +— (¢ — f()(y)) eine lineare Isometrie von Y nach C(K).



