Differentialgleichungen I UE (101.666), SS 2018 5. Ubungsblatt (26. 4. 2018)

. Sei G C R? ein Gebiet und J = (a,b) C R ein Intervall. Zeigen Sie: Falls 0 € C(J,R) eine Oberlésung und
x € C1(J; R) eine Losung der ODE 2/ = f(t,z) ist, dann gilt: 2(tg) < o(tg) = z(t) < o(t) Vt € (to,b).
. . / . 3t - 1 1 - t
. Betrachten Sie das lineare System 2/(t) = A(t)z(t) mit A = t1o t_9 )
Geben Sie ein Fundamentalsystem an.

Hinweis: Eine Losung ergibt sich aus dem Ansatz x1(t) = x2(t) und eine weitere kann mit dem Reduk-
tionsverfahren von d’Alembert berechnet werden.

. Sei Y € CY(I,R™") eine Fundamentalmatrix fiir das lineare System /() = A(t)x(t). Zeigen Sie:

a) Die Matrix X € C*(I,R™*") ist genau dann eine Fundamentalmatrix, wenn es eine regulire Matrx
B € R™™ gibt mit X(t) =Y (¢) B fiir alle z € I .

b) Die Matrix X (t) := Y (t)(Y (to)) ! ist eine Hauptfundamentalmatrix beziiglich tg.
. Sei X € CYH(I,R™™) und Y € CH(I,R™™).

a) Zeigen Sie die Produktregel

d d d
Z(XY) = <th> Y+ X (dty> .
b) Falls X(t) fiir jedes t € I invertierbar ist, dann ist die Abbildung ¢t — (X(¢))~! in C*(I,R™*").
Geben Sie (X 1) an.

c¢) SeiY eine Fundamentalmatrix fiir das lineare System z’ = A(t)x. Welche Differentialgleichung wird
von Y 1 erfiillt?

. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden DGLs und skizzieren Sie die Integralkurven.

a) x’:<_g ;)CL’, z € R? b) m’:<_g _?1)>1:, r € R?

Hinweis: Beniitzen Sie im Fall einer diagonalisierbaren Matrix die Methoden aus der Vorlesung. Falls
die Matrix nicht diagonalisierbar ist, 16sen sie die DGL direkt.

. Sei A e R™™.

At

a) Zeigen Sie: Ist (v,\) € C" x C ein Eigenpaar von A, so sind die Funktionen z;(t) = e*v und

x9(t) = eMo Losungen der ODE 2/ = Ax.
b) Nehmen Sie an, dass A € R"*" (komplex) diagonalisierbar ist. Geben Sie ein reelles Fundamental-
system der ODE z/ = Ax an.

. Gegeben ist das System von Differentialgleichnungen 2’ = Az + b, mit einer konstanten n x n-Matrix
A und einer konstanten Inhomogenitét b. Zeigen Sie, dass im Fall einer reguldren Matrix A immer eine
konstante Partikulédrlésung existiert. Welche Bedingung an b garantiert im Fall einer singuldren Matrix
A die Existenz einer konstanten Partikuldrlosung?

. Gegeben ist die Differentialgleichung

1/1 22 o 2t 9

a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem und eine Fundamentalmatrix Y (¢) .

b) Berechnen Sie die Wronski-Determinante von Y (¢) und verifizieren Sie die Aussage des Satzes von
Liouville.

c¢) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung mittels Variation der Konstanten.

d) Losen Sie das AWP x(2) = (1,0)7.



