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Aufgabe 1:
Untersuchen Sie, ob die folgenden Aussagen zu Vektorräumen korrekt sind.
Begründen Sie Ihre Aussage.
a) Jede Gerade im R2 entspricht einem eindimensionalen Unterraum.
b) Der Vektorraum C entspricht dem Raum R2.
c) Der Vektorraum R lässt sich als eindimensionaler Unterraum des Vek-
torraums C auffassen.
d) Die zweidimensionalen Unterräume des R3 sind Ebenen durch den
Ursprung.
e) Der Nullvektor ist linear abhängig.
f) Die lineare Hülle des Nullvektors ist ein Vektorraum.

Aufgabe 2:
Für welche a ∈ R sind die Vektoren

~b1 :=

 1
a
−a

 , ~b2 :=

1
1
0

 , ~b3 :=

2
0
3


linear abhängig?

Aufgabe 3:
Sei i die imaginäre Einheit. Gegeben seien die Vektoren

~b1 :=

1 + i
0
0

 , ~b2 :=

1 + 2i
1
0

 , ~b3 :=

2− i
0
−i


des C3. Beweisen Sie, dass diese Vektoren eine Basis des C3 bilden.

Aufgabe 4:
Beweisen Sie folgende Aussagen.
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a) Es existiert keine Basis B des R2 mit nur einem Vektor.
b) Es existiert keine Basis B des R2 mit drei oder mehr Vektoren.

Hinweis: Widerspruchsbeweis. Konstruieren Sie für (a) einen Vektor, der
nicht als Linearkombination des Basisvektors dargestellt werden kann. Für
(b) zeigen Sie, dass die Vektoren einer solchen Basis nicht linear unabhängig
wären.

Aufgabe 5:
Πn bezeichne für n ∈ N den Raum aller Polynome vom maximalen Grad n,
d.h. ein beliebiges Element p ∈ Πn ist ein Polynom auf R. Für zwei Elemente
p, q ∈ Πn und ein λ ∈ R definieren wir die Funktionen

p+ q : x 7→ p(x) + q(x) und λp : x 7→ λp(x).

a) Begründen Sie, warum Πn ein reeller Vektorraum ist.
b) Zeigen Sie, dass die Monome

pj : x 7→ xj , j = 0, . . . , n,

eine Basis dieses Vektorraumes bilden.
c) Welche Dimension hat Πn?
d) Zeigen Sie, dass die Polynome

q0 : x 7→ 1, qj : x 7→
j∏

k=1

(x− k), j = 1, . . . , n

linear unabhängige Vektoren aus Πn sind.

Hinweis zu d: Koeffizientenvergleich. {q0, . . . , qn} sind sogar eine Basis von
Πn. Dies muss jedoch nicht bewiesen werden.

Aufgabe 6:
Geben Sie die Koordinaten der folgenden Polynome jeweils in den beiden
Basen {p0, p1, p2} und {q0, q1, q2} des Polynomraumes Π2 aus Aufgabe 5 an:
a) x 7→ x− 1
b) x 7→ x2 − 3x+ 2
c) x 7→ (x− 2)(x+ 2)
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