Losung der Priifung am 5.3.2021 Mathematik 3 f. ET UE

1. (8 Punkte) Bestimmen Sie ein reelles Fundamentalsystem der DG

; Lo (-1 -1
x = Ax, mltA—( A _1).

Fertigen Sie eine Skizze an, die das Verhalten aller Losungen im R? illustriert.

Die Matrix A hat die Eigenwerte A\ = —1 — 2, \s = —1 4+ 2¢ 1 P mit den Eigenvektoren

1 1
v = (21) ,  Up = <—2i> 1P.

Also hat die DG die allgemeine komplexe Losung

1 X 1 .
2(t) = ¢ (22) (71720t 4 ) (—2z’> e e CL2P

=21 (t)

Der Real- und Imaginérteil von z; ergeben ein reelles Fundamentalsystem
4 { cos(2t) 4 [—sin(2t)
n(t) = e (2 sin(2t) )’ ) = 2cos(2t) ) 2P
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Abbildung 1: Skizze des Losungsverhalten der DG 2’ = Az im R?. In blau sind Lésungen eingezeichnet,
die fiir t — oo spiralférmig (gegen den Uhrzeigersinn) gegen die Ruhelage (0,0) konvergieren. 2 P
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2. (6 Punkte) Fiir welche Werte von w € R hat die Differentialgleichungen
2" + 4z = sinwt

Losungen, die fiir £ — oo unbeschrénkt sind? Geben Sie die unbeschrankten Lésungen an.

Die DG hat das charakteristische Polynom
p(A) =\ +4
mit den Nullstellen A\ 5 = 27 1 P. Also hat die homogne DG die allgemeine Losung
zp(t) = ¢ cos(2t) + co8in(2t), c¢1,c2 € R, 1P
die beschréinkt ist. Fiir die Inhomogenitéit verwenden wir die Ansatzmethode. Wegen
sinwt = Im e™*

ist wichtig, ob iw eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist. Fiir w # 42 ist p(wi) # 0.
Damit hat in diesem Fall die Partikularlosung die Form

xp(t) = acos(wt) + bsin(wt)

fiir geeignete Werte a,b € R und ist somit beschrankt. 1 P

Fiir w = 42 ist p(wi) = 0 und p'(wi) # 0. Damit hat in diesem Fall die Partikulérlosung die Form
x,(t) = at cos(wt) + bt sin(wt)

fir geeignete Werte a,b € R, (a,b) # (0,0) und ist somit unbeschrénkt.
Also ist die Losung nur fiir w = £2 unbeschrankt. 1 P
Fiir die entsprechende komplexe Partikuldrlosung erhéalt man

+et2it Fet2it

0= oy T T

Die reelle Partikulédrlosung erhélt man als
t
z,(t) = Imz,(t) = :FZLCOSQt. 1P
Die unbeschrankten Losungen sind somit

t
x(t)cy cos(2t) + cosin(2t) F 7 008 2t flirw=+2. 1P



3. (10 Punkte) Es sei B C R? definiert durch
2 2 2 1
B = {(m,y,z):x +y 4+22<1,2> 5}.

Berechnen Sie mittels Integration

(a) Das Volumen von B
(b) den Fliacheninhalt der Randfldche von B.

Eine saubere Skizze ist hier ein ganz wichtiges Hilfsmittel!!!
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(a) Der Bereich B ist projizierbar in z Richtung. Mit B, := {(z,y) : 2*> +y* < %g} gilt

1
BZ{(x,y,Z): (z,y) € B, §§z§m}‘1p

Daher gilt

Vol(B):/z/;mldzd(Ly):/Bz (m—%) d(z,y). 1 P

Unter Verwendung von Polarkoordinaten fiir B, erhilt man weiter

Vol(B) = /O27r /O\é5 (rﬂ— g) drdp = 27 <_% _ TZ
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(b) Die Oberfliche von B besteht aus einer Fliche Fy in der Form der Kreisscheibe 2% + 32 < 2 bei
z= % und einem Teil Fy, der auf der Kugeloberflache liegt.

Der Flacheninhalt der Kreisscheibe Fj ergibt sich elementargeometrisch als ‘%. 1P



Alternativ kann man den Flacheninhalt von Fj auch mittels Parameterdarstellung und Normal-
vektor

x 7 COS COs —7rsin @ 0 V3
y|=|rsinp |, n(rhe)=|sinp| x| rcose | =10], re !0,7] ,p €10, 27]
z 3 0 0 r
als
2 @ 2 ? I
| ol ardo= [ [T rarao =7
o Jo o Jo 4
berechnen.

Die Flache Fy ist am einfachsten mit Kugelkoordinaten (mit » = 1) zu parametrisieren , d.h.
mittels

x cos ¢ cos 0 o
y| =|singpcost |, pel0,2n],0ec[-,=].1P
. 6" 2
z sin 0
Fiir den Normalvektor erhélt man
— sin p cos 6 — cos @ sin 6 cos ¢ cos 0
n(p,0) = | cospcosf | x | —singsind | =cosf | sinpcosé
0 cosf sin 6

Somit gilt
|n(p,0)| = cosf. 2 P

Bemerkung: Dieses Resultat hatte man auch ohne Herleitung verwenden konnen, siehe Bsp.
1.14 und 1.15 im M3 Skriptum.

Damit ergibt sich der Flacheninhalt von F; als

2w g 1
/ / cos«9d6d<p:27r(1—§):7r. 1P
o J5

Daher hat die Randfliche F} + F5 von B den Flacheninhalt = + %’r = %’r. 1P



4. (8 Punkte) Sei B = [a,b] x [c,d] X [e, f] ein Quader im R3. Verifizieren Sie fiir den Bereich B den
Gaufsschen Integralsatz fiir alle Vektorfelder a der Form

f(y,2)
a(r,y,z) = | g(z,2)
h(x,y, 2)

mit stetig differenzierbaren Funktionen f, g, h.

Der Quader B und das Vektorfeld a erfiillen die Voraussetzungen des Gaufischen Integralsatz, der

besagt:
/diva d(x,y, z) :/ a-dn. 1P
B OB
Es gilt
oh
diva=— 1P
iva= o
und weiter

bord 1 f ), b pd
/ diva d(z,y, 2) :/ / / a(x,y, 2) dz dy dx = / / hz,y, f) — h(z,y,e) dy dx. 1 P
B a Jc e a Jc

Nun berechnen wir den Fluss von a durch 9B.

Fiir die 6 Seitenflichen und den nach aufen gerichteten Normalvektor des Quaders B gilt 1 P:

JA) a
N Sy Sy x=b, (y,2) € [e;d] X [e, f], n = (1,0,0)7
s a0 St y=c ()€t x e 7], n= (0,10
Qq v ,'L - l.;' v-d Sy y=d, (z,2) € [a,b] x [e, f], n = (0,1,0)T,
2=e “« //MZ 7':(_ e S.: z=¢e, (z,y) € [a,b] x [c,d], n=(0,0,-1)T,
x=d / Keb Sp: z=f, (z,y) € [a,b] x [¢,d], n=(0,0,1)T.

/ a-dn:/a-dn+/a-dn+/a-dn+/ a-dn+/a-dn+/ a-dn
OB s

a Sh Se Sq Se Sy
d rf d rf brf borf
:/ / —fly,2) dz dy+/ / fly, z) dz dy+/ / —g(x, z) dz da:+/ / g(x,2) dz dx
C [ b Cd [ ab Cd a e
s [ wtegerdy et [ [ hwg) dy ds

b pd
:/ / h(x,y,f)—h(m,y,e) dy dx.2 P

Da f nicht von z abhéngt und ¢ nicht von y abhéngt, heben sich das erste und das zweite Intgegral,
bzw. das dritte und vierte Integral auf.

Damit ist der Gaufische Integralsatz verifiziert.



d.

(a)

(b)

(4 Punkte) Sei G C R? ein Gebiet und a : G — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Erklaren Sie, warum die Integrabilitdtsbedingung notwendig aber nicht hinreichend fiir die
Existenz einer Stammfunktion von a ist.

(4 Punkte) Definieren Sie die Eigenschaft: der Bereich B C R? ist in y-Richtung projizierbarer.
Wie kann man diese Eigenschaft bei der Berechnung eines Integrals

/B [y, 2)d(z,y, 2)

beniitzen?

(4 Punkte)

Die Integrabilititsbedingung im IR? lautet
8@2 8(11
— ——=0.1P
ox oy

Falls a eine Stammfunktion ¢ besitzt, so gilt a = V. und damit

Oag _dam _ 9 0p 00p _, p
oxr Oy Oxdy Oyor

Also ist die Integrabilitdtsbedingung notwendig fiir die Existenz einer Stammfunktion.

Auf einfach zusammenhéngenden Gebieten ist die Integrabilitdtsbedingung auch hinreichend
fiir die Existenz einer Stammfunktion. 1 P

Falls G' nicht zusammenhéngend ist ist die Integrabilitdtsbedingung aber nicht hinreichend fiir
die Existenz einer Stammfunktion. 1 P Ein Beispiel dafiir ist das Vektorfeld

_ Y x
a/(l.7y)_ x2+y27x2+y2

welches die Integrabilitiatsbedingung erfiillt, aber keine Stammfunktion besitzt.

(4 Punkte)

Die Menge B C R? ist in y-Richtung projizierbar, falls es

eine messbare Menge B, C R? und stetige Funktionen g, h : B, — R gibt mit
B={(z,y,2) € R’ : (z,2) € By, g(z,2) <y < h(z,2)} 2 P.

Dabei ist B, die Projektion von B entlang der y-Achse. In diesem Fall gilt

h(z,z)
d = dy d 2P
/B F(y,2) d(z,y, 2) /B y / f(e.y.2) dy d(z, 2). 2

(z,2)
Bemerkung: dabei muss man streng genommen auch noch Voraussetzungen an f stellen, so
geniigt z.B. die Stetigkeit von f.

Alternativ kann man fordern: f integrierbar iiber B und das innere Integral
h(z,z)
/ [,y 2) dy
9(z,2)

existiert fiir alle (z, z) € B,



