Losung der Priifung am 12.11.2021 Mathematik 3 f. ET UE
1. (10 Punkte) Betrachtet wird die lineare Differentialgleichung
"+ 2rz' + 92 =0

mit Parameter r € [0, 00).

Klassifizieren Sie das qualitative Verhalten der Lésungen in Hinblick auf Wachstum und dem Auftre-
ten bzw. Fehlen von geddmpften und ungeddmpften Oszillationen in Abhéngigkeit vom Parameter
r € [0, 00).

Geben Sie in allen Féllen ein reelles Fundamentalsystem an. Skizzieren Sie jeweils das Verhalten
der Losungen als Funktion der Zeit. Achten Sie besonders auf die Werte von r, an denen sich das
qualitative Verhalten der Losungen dndert.

Das charakteristische Polynom der DG
p(N) =N +2rA +9

hat die Nullstellen

A =—1r+Vr2—-9.2P

Damit erhalten wir die 4 Fallt r =0,0 <r < 3,r =3 und r > 3.
e Im Fall r = 0 sind die beiden Nullstellen A, = £3¢ rein imaginér. Also sind die reellen Losungen
x1(t) = cos(3t), xo(t) = sin(3t)

rein (ungedampft) oszillierend, sieche Abb. 1. Die Funktionen z;, x5 bilden ein Fundamentalsys-
tem. 1.5 P

Abbildung 1: Losungen x; (blau) und zs (rot) fiir r =0. 0.5 P

e Im Fall 0 < r < 3 sind die beiden Nullstellen Ao = —r + /9 — r2?i komplex mit negativem
Realteil —r. Also sind die reellen Losungen

11(t) = e " cos(VI —12t), xo(t) = e " sin(3t)

gedampft oszillierend, sieche Abb. 2. Die Funktionen x, x5 bilden ein Fundamentalsystem. 1.5 P



Abbildung 2: Losungen z; (blau) und z (rot) fir 0 <r <3, (r=1). 0.5 P
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Abbildung 3: Losungen z; (blau) und z; (rot) fir r=3. 0.5 P

e Im Fall »r = 3 hat das charakteristische Polynom die reelle doppelte Nullstelle A = —3. Also
sind die reellen Losungen
ri(t) = e, my(t) = te™™

exponentiell abfallend und nicht oszillierend, siehe Abb. 3. Die Funktionen x;,zy bilden ein
Fundamentalsystem. 1.5 P

e Im Fall 3 < r sind die beiden Nullstellen Ay = —r & v/72 —9 < 0 reell. Also sind die reellen
Losungen

zi(t) = M, ay(t) = !
exponentiell abfallend und nicht oszillierend, siehe Abb. 4. Die Funktionen x1,z5 bilden ein

Fundamentalsystem. 1.5 P
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Abbildung 4: Losungen x; (blau) und z» (rot) fiir 3 <r, (r=>5). 0.5 P



2. (8 Punkte) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem der DG

! . _ _3 1
r = Az, mﬂ:A-(4 0)'

Fertigen Sie eine Skizze an, die das Verhalten aller Losungen im R? illustriert. Achten Sie dabei
insbesondere auf die Ruhelage und Losungen, die den Eigenrdumen der Matrix A entsprechen.

Die Matrix A hat die reellen Eigenwerte Ay = —4 und A\ =1 1 P zu den Eigenvektoren

() =)

Damit besitzt die Ruhelage (0,0) den stabilen Eigenraum FE; = {vt,t € R} und den instabilen
Eigenraum Fy = {vqt,t € R}. Also ist (0,0) ein Sattel 1 P, siehe Abb. 5.

Weiters bilden die Losungen
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Abbildung 5: Phasenportrit der DG 2/ = Ax. 3 P



3. (8 Punkte) Eine radialsymmetrische Ladungsdichte im R ist gegeben durch
1 0<r<2
p(ﬂf,y,z):{f =TET = Ve
P

Berechnen Sie die im Halbraum H := {(z,y,2) € R : 2 > 0} enthaltene Gesamtladung als unei-
gentliches Integral

/H p(w,9,2) d(z,, )

In Kugelkoordinaten gilt

0o 2T % 0
/ p(z,y,2) d(z,y,2) = / / / p(r)r?cosf db do dr = 277/ rp(r) dr
H o Jo Jo 0

2 e’}
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1:27r/ 7’2d7’+27r/ —er2:—+7r:—7r.
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2 P fiir Integralgrenzen
1 P fiir Funk.det.

1 P fiir Int nach ¢

1 P fiir Int nach ¢

1 P fiir Aufteilen

2 P fiir Int nach r



4. (8 Punkte) Sei B = [a,b] x [c,d] X [e, f] ein Quader im R3. Verifizieren Sie fiir den Bereich B den
Gaufsschen Integralsatz fiir alle Vektorfelder a der Form

f(z,2)
a(r,y,z) = | 9(v,y,2)
h(z,y)

mit stetig differenzierbaren Funktionen f, g, h.

Das Gebiet B und das Vektorfeld a erfiillen die Voraussetzungen des Satzes von Gauk. Es gilt
/divadx:/ a-dn 1P
B oB

Sei S, die Seite von B, mit © = a. Analog werden die anderen Seiten benannt. Die Seiten von B
werden parametrisiert durch

nachzurechnen.

a —1 1
Se:|s], mas,t)=101, Sp: s, m(s,t)=10], s€led,téele,/f]
t 0 t 0
5 0 S 0
Se:lel, mnes,t)y=1|-1], Sa:ld], nes,t)=1|(1|, s€lab]tele,f]
t 0 t 0
S 0 5 0
Se:|t], nes,it)y=10 ], Spelt], ne(s,t)=1(0], selab,te]ed?2P
e —1 f 1
und 5 5
diva(z,y,z) = a—i(x, z) + a—‘z(x,y, z). 1P
Also gilt

b opd pf
/BdivadxlzP/G/c/e%(m,z)—i—g—g(x,y,z) dz dy dx

d rf b pf
2//f(b,z)—f(a,z)dzdy—|—//g(x,d,z)—g(a:,c,z)dzd:c.lP

Auf der anderen Seite gilt

1P (3P)* d rf d rf b rf b rf
/ a-dn = / / —f(a,t) ds dt+/ / f(b,t)ds dt+/ / —g(s,c,t)ds dt+/ / g(s,d,t) dsdt
oB c e c e a Je a Je
b pd b pd
+/ / —h(s,t) ds dt +/ / —h(s,t) ds dt

d rf b pf
- / / F(b.2) — fla,2) d= dy + / / o(.d2) — glz.e.2) do dr. 1.

Damit ist der Gauksche Integralsatz verifiziert.

(3P)* fiir richtige Gleichung aber ohne Parameterdarstellungen



5. (6 Punkte) Theoriefragen

(a)

()

(2 Punkte) Formulieren Sie den Greenschen Satz (inklusive seiner Voraussetzungen).

Es sei G C R? ein reguléires Gebiet ( 0.25 P) mit einem stiickweise glatten Rand ( 0.25 P)
JG, der im positiven Sinn durchlaufen ( 0.25 P) wird. Weiters sei a : G — R? ein stetig
differenzierbares Vektorfeld ( 0.25 P). Dann gilt

8a2 aal
— —— | d = d dy. 1P
J. (52 - 55) de= [ e et

Punkte werden auf .5 aufgerundet.

(2 Punkte) Sei a(x,y,z) ein stetig differenzierbares Vektorfeld a : R® — R3 . Erkliren Sie,
warum die Integrabilitdtsbedingung notwendig fiir die Existenz einer Stammfunktion von a ist.
(Achtung: eine andere dquivalente Formulierung der Integrabilitéitsbedingung ist keine Erkla-
rung!)

Ist die Integrabilitdtsbedingung auch hinreichend?

Die Integrabilitdtsbedingung besagt rota = 0. 0.5 P Angenommen a besitzt eine Stammfunk-
tion F', so gilt VF = a und damit

rota =rot(VF) = 0.

Daher ist die Integrabilitatsbedingung notwendig. 1 P
Weil R? einfach zusammenhingend ist, ist die Integrabilitéitsbedingung auch hinreichend. 0.5 P

(2 Punkte) Sei x : B C R? — R? die Parameterdarstellung eines reguliren Flichenstiicks F
und ¢ : [a,b] — B die Parameterdarstellung einer differenzierbaren Kurve in B mit ¢/(t) # 0 fiir
alle t € [a, b).

Entscheiden Sie mit Begriindung, ob die folgende Aussage wahr oder falsch ist: Fiir die durch
w(t) := x o ¢(t) parametrisierte Flichenkurve K C F' gilt w'(t) # 0 fiir alle ¢ € [a, b].

Diese Aussage ist richtig. Mit der Kettenregel folgt

w(t) = 5 ((va) (c(t)(t). 15D

Weil z die Parameterdarstellung eines reguldren Flichenstiicks ist, hat die Matrix a(?fu) (c(t))
Rang 2 und damit folgt aus ¢ (t) # 0 auch w'(t) # 0 fiir alle ¢ € [a,b]. 0.5 P




