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Tragen Sie bitte oben Ihre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden

eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen,

und tragen Sie dann erst Ihre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. °



e Aufgabe 3. Gegeben sei das folgende Randwertproblem:

ou(z,t)  _0%u(z,t)
= <z< >
=T 002,120 (1)

uw(0,t) =3, u(2,t) = —1

mit der Anfangsbedingung
u(z,0) =2z +5

a) (1 Punkt) Berechnen Sie die stationire Losung des gegebenen Problems.

Wir suchen die stationdre Losung, d.h. ‘Z,—”; =0= 7% = 0.

Daraus erhilt man uy(z) = ax + b.

Mit den gegebenen Randbedingungen ergibt sich us(0) = b = 3 und u4(2) = 2a + 3 = —1,
woraus sich durch Losen des sich daraus ergebenden Gleichungssystems die stationére
Losung ugs(x) = —2z + 3 ergibt.

b) (1,5 Punkte) Transformieren Sie die Gleichung samt Rand- und Anfangsbedingungen, sodass Sie ein
Problem mit homogenen Randbedingungen erhalten.

Wir setzen v(x,t) := u(z,t) — us(z) = 822&‘;’” = 7825;’”

Fiir die Anfangs- und Randbedingungen erhélt man somit

v(x,0) = u(x,0)—us(zr) =42+ 2 =:vy(x)
v(0,t) = wu(0,t) —us(0) =0
v(4,t) = wu(2,t) )=0

¢) (3 Punkte) Losen Sie nun die Losung der sich ergebenden Differentialgleichung direkt.

Laut PM II Skriptum, S. 79 ist bekannt, dass die gesuchte Losung die Gestalt

v(z,t) = >0 T;(0)eM! sin (“7£) hat, wobei L = 2 und A, = —7 (%)2 sind.
Die T,,(0) sind dabei so zu wihlen, dass die Anfangsbedingung vy (z) erfiillt ist. Damit ergibt
sich (ebenfalls It. Skriptum S. 79) fiir die Koeffizienten 7,,(0) = %fOL vo(z) sin (%72) da.

Einsetzen der transformierten Anfangsbedingung vg(z) = 4z 4+ 2 und von L = 2 liefert

)

T,(0) = ;/02(456 + 2) sin <n_72rx> dx

2 8 2 nmwx 2 nwT
| + — Cos (—) dr — 2— cos <—)
o nm /o 2 nmw 2




Damit lautet v,(z) = == (1 — 5(—1)") sin (25%). AuBerdem erhélt man die Eigenwerte
nm 2

Ap = —7 (”7”)2 und somit v, (t) = e T0F)

Gemeinsam ergibt sich daher

o0

vz, t) = Z % (1—5(—1)")sin (?) o)

(0,5 Punkte) Ermitteln Sie nun mithilfe des Ergebnisses aus ¢) die Losung u(z,t) des urspriinglichen
Problems aus der Angabe.

Wir haben in b) die Transformation v(z,t) = u(x,t) — us(z) durchgefithrt. Daraus folgt nun
u(z,t) = v(x,t) + us(x). Somit lautet die gesuchte Losung

u(z,t) =v(x,t) = Z % (1 =5(—1)")sin (?) 677(%)21‘/ —2x+ 3.




e Aufgabe 2.
Finden Sie die Funktion y := y(x), fiir welche der Ausdruck

Ily] == /07r ((y+y')?* — 2y — sin(z) cos(z) + 2ysin(4z) — 2y?) dx

/ 2ude =
0

a) (2 Punkte) Verwenden Sie die Euler-Lagrange-Gleichung um eine Differenzialgleichung zu finden
deren Losung das Problem 16st.

unter der Bedingung

minimal wird.

Im Folgenden sei

flxy,y') = (y+9)? — 2y —sin(z) cos(x) + 2y sin(4x) — 2y

9(z,y,y') =2y
und
h(z,y,y) = fle,y,9) + X g(z.y.y) = (y+y)* = 2y = sin(z) cos(x) + 2y sin(da) — 2™ + 2)y.
Es gilt die Euler-Lagrange-Gleichung;:

d (@h(x, Y, y’)) oh

dy

dx ay’ -

Die Einzelnen Teile ergeben sich zu

h /
w:2y+2y’+2sm(4x)+2>\ 2)
Y
d ah(x7y7yl> d / i /
S ERDSITN Doy oy —11) = —2 + 2.
dx( o o (=2y' + 2y —11) y' +2y (3)

einsetzten von (1) und (2) in die Euler-Lagrange-Gleichung und vereinfachen ergibt

y' +y=—\—sin(4x) (4)




b) (4 Punkte) Berechnen Sie alle Losungen der in a) gefundenen Differenzialgleichung. Ermitteln Sie
daraus dann jene Losung die I[y] unter der Bedingung

minimiert.

Die Losung der homogenen Differentialgleichung
Yh T yn =0
ist bekannt und lautet (fals nicht bekannt findet man sie einfach mittels Exponentialansatz)
yn(x) = Cysin(x) + Cy cos(x)

Fiir die erste Partikulédrlosung macht man den Ansatz

Yy +Ypr = —A
yp1(z) = a =y (z) =y () =0
Daraus folgt
Yp1(7) = —A
Fiir die zweute Partikuldrlosung macht man den Ansatz
Ypo + Ypo = — sin(4x)

Yp2(2) = Asin(4z) + Beos(4xr) = yy(x) = —16Asin(4x) — 168 cos(4x)
Durch einsetzten und Koeffizientenvergleich ergibt sich

1 L.
B=0 A= == Yp2(2) = Esm(élx)

Somit lautet die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung:
. .
y(x) = yn(x) + yp1(x) + ypo(x) = Cysin(z) + Cy cos(x) — A + 15 sin(4x)
Mit den Randbedingungen findet man 2 der 3 Konstanten:
ym)=1=-Co— X =2 A=-1 =C,=0

An dieser Stelle lautet also die Losung

y(x) = Cysin(z) + 1—15 sin(4z) + 1




Die 3. Konstante findet man mit der Bedingung
/ 2y(x)dr =
0

T 1
2. / (Cysin(z) + T sin(4z) + 1)de =7
0

4C +2r =7 #Clz—g

Somit lautet die Funktion y(x) die I[y] minimiert

1
y(zr) = —% sin(z) + i sin(4x) + 1




e Aufgabe 3. Gegeben sei folgende Funktion
f(z) = e sin(nx) neN,z>0

a) (0,5 Punkte)Wie lautet die physikalische Interpretation von f(x)?

f(z) beschreibt eine geddmpfte Schwingung

b) (2,5 Punkte)Berechnen Sie die Fouriertransformierte f(k)!

Hinweis: sin(nx) = % (eine — e=inz)

Zunichst schreibt man sin(nz) mit dem Hinweis um.

Da x > 0 gilt erhélt man fiir die Fouriertransformierte

1 1 B 1 B n
2\ M +i(k—n) A+i(k+n))  (N+ik)? +n?




¢) (1,5 Punkte) Gegeben sei die Funktion f(z) sowie deren Fouriertransformierte f (k)

2 N 2

f(k) =V2me 2

—x

flz)=e2

Bestimmen Sie ohne explizite Rechnung die Fouriertransformation folgender Funktion

/ R T / T fa— 95 = (f * (@)

-,
[
—
*
K
I
-
>

gilt folgt fiir die Fouriertransformierte von y(x)

d) (1,5 Punkte) Berechnen Sie die Fouriertransformation der Funktion f(x) ohne explizite Rechnung

2z

f(x):—m

—

; e 1 /T —lk|
Hinwezts: a7 = \/;e

10 =1 (1)

— —

Es gilt f/(k) = ik f(k) und mit dem Hinweise ergibt sich fiir f(k)

f/(E) = i\/gke_lkl




