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Tragen Sie bitte oben Ihre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden

eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen,

und tragen Sie dann erst Ihre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. °



e Aufgabe 1.
Der Differentialoperator L ist definiert durch

Lu(z) = u"(z) — 4u'(x) — Hu(z).
a) (2 Punkte) Konstruieren Sie zuerst einen Ansatz fiir die Fundamentallosung U (z)

LU(x) = d(z).

Ansatz fiir x # 0: U = AeM®

LU=(N-4\-5U=0 = N —4\-5=0
= A\ =-1, =5

Wir setzen die Fundamentallosung wegen der Deltafunktion stiickweise auf der reellen Achse
als Linearkombination aller Losungen an:

Ale*"’: + B1€5$, r <0
Ulz) =
Ase™ + Bye®® x>0

b) (2 Punkte) Berechnen Sie die Koeffizienten der Fundamentallosung. Beriicksichtigen Sie dabei die
Bedingungen

lim U(x)= lim U(z) = 0.

T—r—00 T—r0o0

Die zweithochste (in L vorkommende) Ableitung (U’) muss am Ursprung einen Sprung der
Hohe 1 haben, damit die letzte (U”) proportional zu einer Deltafunktion sein kann. Damit
diese definiert sind, muss U natiirlich auch stetig sein. Dies liefert uns genau so viele
Gleichungen, wie wir zum eindeutigen Bestimmen der Fundamentallésung brauchen.

L lim,, o U(x)=0 = A; =0
II. lim, oo U(x) =0 = By =0
[IL U0+) = U(0") = Ay + By = A, + B,
IV. U(0Y) = U(07) +1 = —Ay +5By = — A, + 5B, + 1




¢) (2 Punkte) Berechnen Sie die Losung der inhomogenen Gleichung Lu(x) = sinz durch Faltung mit
der Fundamentallosung.
Hinweis:

. asinz — cosx
e’ sinzdr = 60“2— +c
a’+1

ua) = 5 )@ = [ T U — &) (©)de

o0

-/ U — Of(E)de + / U (e - O f(6)de

1 r 1 ee

= —69”/ e sin £d¢ — 65‘76/ e sin £d¢
6 . 6 .
sinx —cosx  —Hsinx — cosx 1

=——=%3 + T :2—6(20081’—35111@




e Aufgabe 2.

(6 Punkte) Finden Sie diejenige Funktion y(z), fiir welche das Integral
1 1
Iy) = / flz,y,y)de = / (22— ¢/)* + 4y cosz) du
0 0

extremal wird. Es soll die Nebenbedingung

1 1 1 1
sO[y]=/ g(rv,y,y’)da:—§+2sin1=/ y(r)dz — 5 +2sin1 =0
0 0

und die Randbedingungen y(0) = —2 und y(1) = 1 — 2cos 1 erfiillt sein.
Hinweis: Setzen Sie fiir die Partikuldrlosung der Euler-Lagrange Gleichung

yp(z) = asinz + beosx + cx?, a,b,c, € R

an, oder integrieren Sie zwei mal.

Wir bilden h(z,y,y") = f(x,y,v") + Ag(x,y,y') und wenden die Euler-Lagrange Gleichung

auf h an:

d (Oh\ Oh

de \0y' ) oy
Man erhélt nach Durchfiithrung der Differentiationen

1 A

Y :2cosx+§+2.
Wir integrieren zwei mal und erhalten
: : A
y'(z) =2sinz + §+2 x+ D

und

A 7
y(x) = —2cosx + 54—2 7+Dw—|—C’.

Aus den Randbedingungen folgt y(0) = =24+ C = —2, d.h., C = 0 und

A 1
y(l) = —2cos 1+ (§+2)§+D:1—20051,

d.h., D = —%. Die gesuchte Losung lautet daher

2

A
-2 AN -
y(x) cos:z7+(2—|— ) 5~ 2%

und aus der Nebenbedingung ergibt sich

! A 1A 1
dr = —2sinl —+2|-——-=-2sinl+ .
/Oy(:c) x sin —|—<2+ )6 A sin +3

Damit folgt A = 0 und y(z) = —2cosz + 2.







e Aufgabe 3.

a) (3 Punkte) Gegeben sei eine Fliche mit der Parametrisierung

u+ 3
Fu,v) = [ 2cos (4 +2)
2sin (% + 2)

Auf dieser Fliche ist eine Kurve, parametrisiert durch

() = Cautan) 0= 5

gegeben. Berechnen Sie die Linge der Kurve auf der Fléache.

Hinweis: Berechnen Sie das Wegelement direkt tiber die Verdnderung des Ortsvektors und nicht tiber

den Maftensor um sich Arbeit zu ersparen.

Finden sie erst einen Ausdruck fiir das Wegelement ds und setzen Sie danach die Ausdriicke
und v(t) ein.

Es konnte Ihnen folgendes Integral begegnen:

[ o) o) = 2

- 3a

fiir u(t)

Wir benétigen das Wegelement ds und daher die Ableitung des Ortsvektors entlang der
Kurve auf der Fliache 7(u(t), v(t)) nach dem Kurvenparameter.

1 v
A _ ordu | OFdo o ! co o [Cramte e | 0+ 1,)+.2 o
_— = — _— = — S1 - - —_= - - v = —_ — —
dt Ou dt ov dt u2 y4 12 11,2 v4 v’2 o u2 v
cos (5 + %) zeos (5 +5) (1+%)cos (5 +§
dF||*  dF dF L+ v 2+ 1+U’ 2(,2<u+v)+ 2<u+v)>
—| == == — — sin® (= +—) +cos” (= + —
dt dt dt 2 2 2 4 2 4

v\ 2 ds\? V3 v’

Die Lange der Kurve erhalten wir durch

Z__/
E. I..g ] I: . ]]

L= \/5/: (1 + %) it — \/5/: (1 + gsin2(4t) cos(4t)> dt
= V2t — 1) + V2 (Sin3(4t)) ’

6
= 257” — g (sin3(107r) — sin3(0)) = %7?

Wobei wir den Hinweis zur Losung des Integrals benutzt haben.

dr

—|| dt
dt

t1




Fiir Interessierte,

da solche Integrale in hoheren Semestern immer wieder per Hand gelost werden miissen:
g 11 1 x2

u = sin(ax) 1 o2 du

du = acos(ax)dx aty,

/ sin?(ax) cos(ax)dr =

Z1

xro xr2
uS

3a

_ sin®(ax)
 3a

1 1




b) (3 Punkte) Betrachten Sie folgendes Vektorfeld im R3:

Vg -3
T=1v, | = 1
v, 2

Berechnen Sie den Fluss dieses Vektorfeldes durch die obere Halfte der Kugeloberfliche um den
Ursprung mit Radius R.
Hinweis: Die Parameterdarstellung der Kugeloberfiche lautet

Rsin(¥) cos(y)
(¥, ¢) = | Rsin(9)sin(yp)
R cos(1))

Es konnte Ihnen folgendes Integral begegnen:

/m in(az) - % (x _ sin(ax) cos(ax))

T a

Z2

xr1

Wir benétigen den Flachennormalvektor.

oF o Zcos((zg)) CpS(((p)) —RR SlI(l()) si (( )) . Sj'n2 ((19)) cos((go))
M=-—X—= cos(d) sin(y) | x sin(d) cos = sin?(9) sin (¢
i Op —Rsin(v) sin(¥) cos(19)

Wir haben dabei die Orientierung nach Auflen als positiv angenommen.
5 27
= / / U1 diddp
o Jo

— 3sin?(¥) cos(p) + sin’(¥9) sin(p) + 2sin(¥) COS(Q?)) ddde

Il
Iy
¢
N
[NIE]
o\
¥
7 N N

sin’(9) ( — 3 cos(¢) + sin(p)) + sin(219)) dddyp

1 us 2 .
- R2§(19 — sin(d) cos(9))| / (— 3cos(p) + sin(yp))dp — mR? cos(20)|
0 Jo .
2 2w
= % (= 3sin(p) — cos(p))|  +2mR*
0/
=0
= 27 R?

Wobei wir das Integral aus dem Hinweis benutzt haben.




Fiir Interessierte,
da solche Integrale in hoheren Semestern immer wieder per Hand gelost werden miissen:

xro T2
/ sin?(ax)dz = / sin(az) sin(az) dx ...partielle Integration...
——

1 xr1

!

sin(ax) COS(ax) +/
- cos”
a
_ _sin(ax) COS(CW) + / 1 — sin® ax)dz
a
T2 i
2/ sin®(az)dr = (I _ sin(az) COS(ax))
X1 .
x1

2

/ . sin’(az)dz = % (q} _ sin(az) COS(a;y))

a

z1
x1




