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Gruppe A

1. Eine lineare Abbildung ¢ : R® — R3 wird beziiglich der kanonischen Basis E = {e;, e, e3} des R?
durch die Matrix
2 0
3 1 >
0 1

b, =e; —e3, by=e; und bz=-e; +es,

— DD =

A=lp(E)p = ( -

beschrieben. Weiters ist eine Basis B = {by, by, b3} mit

und ein Vektor v mit
vV = b1 +2 bg

gegeben.

(a) Wie lauten die Transformationsmatrizen Tg. g und Ts. g, die die Basiswechsel von B auf F
bzw. E auf B beschreiben? (2P)

(b) Bestimmen Sie die Matrix [¢(B)]s, die die Abbildung ¢ beziiglich der Basis B angibt. (2P)

(¢) Berechnen Sie die Koordinaten der Bildvektoren von v dargestellt beziiglich der kanonischen
Basis £ und der Basis B, also ¢(v) und [p(v)]5. (2P)
Losung:

(a) Aus
blielfeg, bgieg und b3:e1+e2

folgt durch Auflésen nach eq, e; und e
61:—}2)2-|-1')37 62:b2 und e3:—b1—b2+b3.

Die Spalten einer Transformationsmatrix bestehen aus den Koordinaten der alten Basis dar-
gestellt beziiglich der neuen Basis. Daher ist

1 01 0 0 -1
TE«—B = 0 1 1 und TB<—E = -1 1 -1 .
-1 0 0 1 0 1

(b) Die Abbildungsmatrix [¢(B)]p beziiglich der Basis B ist

le(B)p = Tp—p - [@wE)E - Te—n

0 0 -1 1 2 0 1 0 1 0 0 -1
= -11 -1 })-{-2 3 1]/|- 01 1)]=(-41 -3/|.
1 0 1 1 01 -1 0 O 1 2 4

(¢) Mit v=b;+2by =e; +2e; —e3 ist

und daher

O
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2. Im Vektorraum C([0,7]) der auf dem Intervall [0, 7] stetigen Funktionen mit dem inneren Produkt

()= [ 1) g(o) do
0
ist der Unterraum U der Polynome vom Grad 1, also
U={p(x) : plz)=ao+arz mit ag,a; € R} mit der Monombasis {1, z},

und die Funktion
f(x) = sin(x)

gegeben.
(a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis fiir U. (2P)
(b) Wie lautet das Polynom wu(x) aus U, das die Funktion f(z) in U beziiglich der euklidischen
Norm bestmoglichst approximiert? (3P)
(c) Wie grof ist der Fehler || f — ull2 ? (1P)
. . T . 7T
Hinweis: [ sin®(z) do = 3

Losung:

(a) Aus der Monombasis {v1,ve} = {1, z} ldsst sich unter Verwendung des Orthonormalisierungs-
verfahrens von Gram-Schmidt eine Othonormalbasis bestimmen.
Mit w; = v1 =1 und den inneren Produkten

T ™ 2
(wl,w1>=/ 1dr =m, <w1,v2>=/ xdxz%, ist wgzvg—Mwlzaz—
0 0

T

<U}17’LU1> 2
(w w>—/ﬂ(x—z)2dx—ﬂ-—
2, 2) — o 2 _12

folgt nach Normieren der Vektoren w; und ws,
1 -7 3 /2 1 3/2
ty = = wzzlf’zzhz\/i(””—l), die ONB { —, 7<—x—1)
[onll V7 [z | [ mAT vriVm\w

(b) Zum Polynom u(x) gelangt man mittels Orthogonalprojektion. Mit den Fourierkoeffizienten

Aus

T \7 T\7
folgt
(2) = () w1 + () iy = —= —= da = =
u(z) = (f, 1) w1 + (f,W2) Wy = = 7 a:—w.
(c) Mit

ist der Fehler

O
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3. Gegeben ist die Matrix

01 10
_ 01 0 O
A= 01 1 0
-2 0 2 1
(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und daraus die Eigenwerte von A. (1P)
(b) Berechnen Sie die zu den Eigenwerten A\; = 0 und A2 = 1 dazugehorigen Eigenvektoren
bzw. Hauptvektoren, und geben Sie die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten der
Eigenwerte an. (4P)
(c) Wie lautet die Jordan’sche Normalform J und die Transformationsmatrix X mit
A=XJX1? (1P)
Losung:

(a) Durch Entwickeln der 4x4-Determinante det(A — A I) z.B nach der 4. Spalte erhilt man das
charakteristische Polynom

- 1

1 0
0 1-A 0 0 -

pA) =det(AXD) =| o "7 Ty o [=@=A)] 0 1= 0 = -A(1-))?
20 2 1-A 0 1 1=A

Aus p(A) =0 folgt \y =0 mit ny =¢1 =1 und Ay =1 mit ny = 3.
(b) Fiir den Eigenwert folgt durch Losen des homogenen Gleichungssystems (A-A1) v=0
und z.B. durch die Wahl z; = s
1

= FE0)=°L und damit der Eigenvektor v =

N OO
NO O
OO

Fiir den Eigenwert folgt durch Losen des homogenen Gleichungssystems (A-AoI) v=0
und z.B. durch die Wahl 4 = s und z3 =t

t 0 1 0 1
10 _ 0 0 . 0 0
v=|,=slo |+t = El)=<L ol |1
s 1 0 1 0

Die geometrische Vielfachheit von Ay entspricht der Dimension des Eigenraums E()2) und ist
daher g2 = 2. Es muss also wegen der arithmetischen Vielfachheit ny = 3 einen Hauptvektor
h geben, der eine partikuldre Losung des inhomogenen Gleichungssystems (A—Xol)h = v
ist. Dieses Gleichungssystem ist allerdings nur losbar fiir s = 0 und fithrt nach Wahl von ¢t = 1
und anschliefendem Einsetzen in v auf den Hauptvektor

0 1
hy; = 0 und zum dazugehorigen Eigenvektor vo = (1)
0 0
Ein zweiter zu vs linear unabhéingiger Eigenvektor aus dem Eigenraum F(1) ist zum Beispiel

V3 = (0, O7 0, l)T.
(¢) Die bis auf die Reihenfolge der einzelnen Jordan-Blécke eindeutige Jordan’sche Normalformal
J und die dazugehérige Transformationsmatrix X mit A = XJX ~! sind nun

0 00 10

J= und X = (vq,va, hoy,v3) =

[N e RenNan
OO
O ==
)
OO
=R e N}

0 1
1 0
0 0
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Gruppe B

1. Eine lineare Abbildung ¢ : R® — R? wird beziiglich der kanonischen Basis E = {e;, ez, e3} des R?
durch die Matrix

A=[p(BE)p=| —

DN = W
=N O

1
1
0
beschrieben. Weiters ist eine Basis B = {by, by, b3} mit

131:(317(327 b2:e1+e3 und b3:e3,

und ein Vektor v mit
V = b1 - 3b3

gegeben.

(a) Wie lauten die Transformationsmatrizen Tg. g und Ts. g, die die Basiswechsel von B auf F
bzw. E auf B beschreiben? (2P)

(b) Bestimmen Sie die Matrix [¢(B)]p, die die Abbildung ¢ beziiglich der Basis B angibt. (2P)

(¢) Berechnen Sie die Koordinaten der Bildvektoren von v dargestellt beziiglich der kanonischen
Basis E und der Basis B, also ¢(v) und [p(v)]p . (2P)
Losung:

(a) Aus
blzel—eg, bgzel-l-eg und b3:e3

folgt durch Auflésen nach e;, e; und e
ep=by—bsy, e =—-b;+by—bg und e3;=bs.

Die Spalten einer Transformationsmatrix bestehen aus den Koordinaten der alten Basis dar-
gestellt beziiglich der neuen Basis. Daher ist

110 0 -1 0
TE<—B = -1 0 0 und TB<—E = 1 1 0 .
011 -1 -1 1

(b) Die Abbildungsmatrix [p(B)]g beziiglich der Basis B ist
e(B)lg = Tp—r - [p(B)lg - Te—s

0 -1 0 3 01 1 1 0 3 0 -1
= 1 1 0f-{-1 2 1) -1 020])]=1(020 4 2 1.
-1 -1 1 2 10 011 1 -2 -2

(C) Mit V:b1—3b3:e1—e2—3e3 ist

und daher

O
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2. Im Vektorraum C([0,7]) der auf dem Intervall [0, 7] stetigen Funktionen mit dem inneren Produkt

0= [ s

ist der Unterraum U der Polynome vom Grad 1, also
U={p(@) : p(r)=ao+a;z mit ag,a; € R} mit der Monombasis {1, z},

und die Funktion

F() = cos(x)

gegeben.
(a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis fiir U. (2P)
(b) Wie lautet das Polynom wu(x) aus U, das die Funktion f(z) in U beziiglich der euklidischen
Norm bestmoglichst approximiert? (3P)
(¢) Wie gro8 ist der Fehler ||f — ull2 ? (1P)

Hinweis: [ cos?(z) da = g

Loésung:

(a) Aus der Monombasis {v1,v2} = {1, 2} lisst sich unter Verwendung des Orthonormalisierungs-
verfahrens von Gram-Schmidt eine Othonormalbasis bestimmen.
Mit w; = vy =1 und den inneren Produkten

T s 2
(whwl):/ 1dz =m, <w1,v2>:/ xdx:%, ist wy = vy —
0 0

Aus

(w1, v2)

wy =x —
<w1,w1> !

™
5

(wa, wa) :/OTr (m— g)2 dz = 711-—;

folgt nach Normieren der Vektoren w; und ws,

1 _z P 1 P
Wy o= b= @:ﬂ—w \f i 1, die ONB —,,/3(3—1)
[an] V7 ([l VI N

(b) Zum Polynom u(x) gelangt man mittels Orthogonalprojektion. Mit den Fourierkoeffizienten

(f’w1>=/wcos(x) ! dz =0,
0

Nz
(f, o) = /0205(33) \/E (%—1) dz = sin(z) % (2%_1)

folgt

(c) Mit
U A T s [T _12 2x_ 2. 144
12 = [t = 5w i = [T(- B (E 1)) ar- 35

ist der Fehler
T 144
I —ull = VTP =Tl = /% - 22 ~ 0150

O
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3. Gegeben ist die Matrix

21 0 -1
0 21 0
A= 0 0 2 0
0 2 1 0
(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und daraus die Eigenwerte von A. (1P)
(b) Berechnen Sie die zu den Eigenwerten A; = 0 und A2 = 2 dazugehorigen Eigenvektoren
bzw. Hauptvektoren, und geben Sie die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten der
Eigenwerte an. (4P)
(¢) Wie lautet die Jordan’sche Normalform J und die Transformationsmatrix X mit
A=XJX7 17 (1P)
Losung:

(a) Durch Entwickeln der 4x4-Determinante det(A — A I) z.B nach der 1. Spalte erhélt man das
charakteristische Polynom

22 1 0 -1 oon 1
0 2.2 1 0 5

p) =det(Arn=| 0 F AL Dl=en] o0 2-a 0 f=-ae-y
0 2 1 = 2 1 =

Aus p(A) =0 folgt Ay =0 mit ny =g; =1 und Ay =2 mit ny =3.
(b) Fiir den Eigenwert folgt durch Losen des homogenen Gleichungssystems (A-A1) v=0
und z.B. durch die Wahl z; = s
1 1
v=s 8 = FE0)=L 8 und damit der Eigenvektor v; =
2 2

OO

Fiir den Eigenwert folgt durch Losen des homogenen Gleichungssystems (A-A2I) v=0
und z.B. durch die Wahl 1 = s und 25 = ¢

1

=s| 0|+t =~ E@) =<
0

<

Il
O+ W
— o —=O
— OO

Die geometrische Vielfachheit von Ag entspricht der Dimension des Eigenraums F(\z) und ist
daher g2 = 2. Es muss also wegen der arithmetischen Vielfachheit ny = 3 einen Hauptvektor
h geben, der eine partikuldre Losung des inhomogenen Gleichungssystems (A—Xol)h = v
ist. Dieses Gleichungssystem ist allerdings nur losbar fiir s = 0 und fithrt nach Wahl von ¢t = 1
und anschliefendem Einsetzen in v auf den Hauptvektor

0
hy; = (1) und zum dazugehorigen Eigenvektor vo =
0

0
1
0

1
Ein zweiter zu vq linear unabhéingiger Eigenvektor aus dem Eigenraum F(2) ist zum Beispiel
vz = (1,0,0,0)7.
(¢) Die bis auf die Reihenfolge der einzelnen Jordan-Blécke eindeutige Jordan’sche Normalformal
J und die dazugehérige Transformationsmatrix X mit A = XJX ~! sind nun
0 0 0 0 0

J= und X = (vq, v, hoy,v3) =

[esNenNenNan)
S oN
ON =
N O

OO
oo o

1 0
0 1
1 0
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