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Gruppe A

Im euklidischen Vektorraum R?* mit dem kanonischen inneren Produkt sind der Unterraum U = £{u;, us}
und der Vektor v mit

2 1 1
_ 1 _ 3 _ 1
u; = 1 , Ug = _9 und v = 1
-3 1 1
gegeben.
1. Bestimmen Sie eine Basis des orthogonalen Komplements U~ von U. (2P)
2. Geben Sie eine Orthonormalbasis von U an. (1P)
3. Wie lautet der Vektor u € U, der den Vektor v bestmoglichst approximiert? (2P)
4. Berechnen Sie den Abstand d(u,v) der beiden Vektoren u und v. (1P)
Losung;:
1. Da jeder Vektor x € U~ orthogonal ist zu jedem Vektor u € U, gilt (x,u) =0 VxcU+,Vuel.
Es muss also jedes x = (1, 22, 3, 74)7 € UL Losung des linearen homogenen Gleichungssystems
(x,u;) = 2x1+x2+a3—324 = 0 1 +329—223+24 = 0
=
(x,u3) = =z +3x3—2a3+124 = 0 To—x3+x4 = 0
sein. Zum Beispiel mit der Wahl 3 = s und x4 = ¢, s und ¢t € R, erhélt man
-1 2 —1 2
X=35 Plge] 7L und damit eine Basis von U~ : ! -1
B 1 0 ) 11 0
0 1 0 1
2. Da (uy,us) = 0 ist, sind die Vektoren u; und uy bereits zueinander orthogonal.
Aus (up,u;) =15 und (ug,uy) = 15 folgt durch Normieren der Vektoren aus U eine
2 1
Orth Ibasis von U :  {i1y, fta} ! O 3
rthonormalbasis von U : U, 0} =¢ — ,——
b vis | 1| vis | -2
-3 1
3. Zum Vektor u € U gelangt man nun mittels Orthogonalprojektion von v auf den Unterraum U.
Die Fourierkoeffizienten von v beziiglich der ONB von U sind
2 1
. 1 1 1 . 1 3 3
v,ia)=(1111) — =— und (vyag)=(1111)— = —,
R N B I
woraus
2 1 1
PN oy 1 1 1 3 1 3 1 2
u=<(v,u;)u; +{v,u2)l = — — o - -
< 1> 1 < 2> 2 \/ﬁ \/ﬁ :]3_ 5 \/E _3 3 _é
folgt.
4. Der Abstand |u— v||, lésst sich entweder mit 1/ Hv||§ - ||u|\§ oder direkt berechnen, d.h mit
1 1 -2
u-—v=- L I I ist ||u—v||2:<u—vu—v>=E
~1 1 3| —4 2 ) 3
0 1 -3
. . . 10
und somit der Abstand zwischen u und v gleich d(u,v) = |jlu—v|, = 3
O
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Gruppe B

Im euklidischen Vektorraum R?* mit dem kanonischen inneren Produkt sind der Unterraum U = £{u;, us}
und der Vektor v mit

1 -2 1

u; = ? , Ug = 7; und v = %

-2 -1 1

gegeben.

1. Bestimmen Sie eine Basis des orthogonalen Komplements U+ von U. (2P)
2. Geben Sie eine Orthonormalbasis von U an. (1P)
3. Wie lautet der Vektor u € U, der den Vektor v bestmoglichst approximiert? (2P)
4. Berechnen Sie den Abstand d(u,v) der beiden Vektoren u und v. (1P)

Losung;:
1. Da jeder Vektor x € U+ orthogonal ist zu jedem Vektor u € U, gilt (x,u) =0 VxeU+,Yuel.
Es muss also jedes x = (1, 22, x3,74)7 € U+ Losung des linearen homogenen Gleichungssystems

(x,u;) = r1+3x9+23—224 = 0 N r1+3x9+23—224 = 0
<X7L12> = 2x1—29+3x3—24 = 0 Tot+axz3—x4 = 0

sein. Zum Beispiel mit der Wahl 23 = s und 24 = ¢, s und t € R, erhélt man

2 -1 2 -1
X=s -1 +t 1 und damit eine Basis von U™ : -1 1
1 0 ’ 1 ’ 0
0 1 0 1

2. Da (u,us) = 0 ist, sind die Vektoren u; und uy bereits zueinander orthogonal.
Aus (up,u;) =15 und (uz,uz) = 15 folgt durch Normieren der Vektoren aus U eine

1 -2

1 3 1 -1

V15 % V15 i’

Orthonormalbasis von U :  {Q;,02} =

3. Zum Vektor u € U gelangt man nun mittels Orthogonalprojektion von v auf den Unterraum U.
Die Fourierkoeffizienten von v beziiglich der ONB von U sind

1 -2
. 1 3 3 . 1 -1 1
v,ap)=(1111) — =—— und (v,ag)=(1111 =—-——,
(v,a) = ( ) = % = (v,02) = ( ) e i) R
woraus
1 -2 1
TSNS TN - B U G B Y
RV TRV E L) vVl 3] 0
folgt.
4. Der Abstand |ju—v||, lésst sich entweder mit 4/ Hv||§ - ||uH§ oder direkt berechnen, d.h mit
1 1 -2
1 2 1 1 -1 . 2 10
u-v=g o |- 1]=3]| =3 ist ||u—v||2:<u—v,u—v>:§
-1 1 —4
. . . 10
und somit der Abstand zwischen u und v gleich d(u,v) = [lu —v||, = 3 O
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Gruppe C

Im euklidischen Vektorraum R?* mit dem kanonischen inneren Produkt sind der Unterraum U = £{u;, us}
und der Vektor v mit

-3
2

-1 )
1

u; = up; = und v =

WD =
— ==

gegeben.

1. Bestimmen Sie eine Basis des orthogonalen Komplements U+ von U. (2P)
2. Geben Sie eine Orthonormalbasis von U an. (1P)
3. Wie lautet der Vektor u € U, der den Vektor v bestmoglichst approximiert? (2P)
4. Berechnen Sie den Abstand d(u,v) der beiden Vektoren u und v. (1P)

Losung;:

1. Da jeder Vektor x € U+ orthogonal ist zu jedem Vektor u € U, gilt (x,u) =0 VxeU+,Yuel.
Es muss also jedes x = (1, 22, x3,74)7 € U+ Losung des linearen homogenen Gleichungssystems

(x,m) = -3x1+2x3—a3+24 = 0 N 1+ 20 +223+324 = 0
(x,u3) = x1+a2+223+324 = 0 To+ x3+2x4 = 0
sein. Zum Beispiel mit der Wahl 23 = s und 24 = ¢, s und t € R, erhélt man
-1 -1 —1 -1
xX=s _% +t _(2) und damit eine Basis von U~ : _% ) _(2)

0 1 0 1

2. Da (u,us) = 0 ist, sind die Vektoren u; und uy bereits zueinander orthogonal.
Aus (up,u;) =15 und (ug,uz) = 15 folgt durch Normieren der Vektoren aus U eine

-3 1

Orth Ibasi U: iy, i) 1 2| L1
rehonormalbasis von N u,u = —— )

b V15 *% V15 g

3. Zum Vektor u € U gelangt man nun mittels Orthogonalprojektion von v auf den Unterraum U.
Die Fourierkoeffizienten von v beziiglich der ONB von U sind

-3 1
N 1 2 1 . 1 1 7
v,up)=(1111) — =———= und (v,ag)=(1111) — = —,
D 21 W v H e AR 1 () Rl
woraus
-3 1 2
PN A 1 1 2 7 1 1 1 1
u=(v,uy)u; +(v,uz) s = ———= —F—= 4+ — — =
< 1> 1 < 2> 2 \/ﬁ \/ﬁ _% \/ﬁ \/ﬁ g i
folgt.
4. Der Abstand |ju—v||, lésst sich entweder mit 4/ Hv||§ - ||uH§ oder direkt berechnen, d.h mit
2 1 -1
u—v-l L I ist lu—v[i=(u-viu—v)=2
3 1 0 2 ) 3
4 1 1
2
und somit der Abstand zwischen u und v gleich d(u,v) = [lu —v||, = 3" O
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