LOSUNGEN



Kapitel 1

Vektorraume

1.1
a) Folgende Vektoren des R? sind dargestellt: 3a, %lb, a+b ,a—>b

b) Die Darstellung folgender Vektoren des R? liefert ein dhnliches Bild: —a, 3b, a + 3b.

1.2 Essei V = {(a,b) : a,b € R}. Es ist zu iiberpriifen, ob V mit den gegebenen
Operationen, Addition und Multiplikation mit einem Skalar s € R, einen Vektorraum
iiber R bildet:

a) Aus den Korpereigenschaften von R erhélt man: (V, +) ist eine kommutative Grup-
pe.

Das Assoziativgesetz fiir die Multiplikation mit Skalaren gilt wegen:
(st)(a,b) = (sta, stb) = s(ta,tb)
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Die beiden Distributivgesetze erhélt man aus:

(s+t)(a,b) = ((s+1t)a,(s+1)b) (sa + ta, sb + tb)
= (sa,sb) + (ta,tb) s(a,b) + t(a,b)
s(a+c,b+d) = (sa+ sc,sb+ sd)
= (sa,sb) + (sc,sd) = s(a,b)+ s(c,d)

s((a,) + (¢, d))

Nun fehlt nur noch: 1(a,b) = (1a, 1b) = (a,b). Somit ist V = R? ein Vektorraum.
b) Das 1. Distributivgesetz ist nicht erfiillt, denn:
(s+t)(a,b) = s(a,b)+t(a,b)+ (2sta,2stb)

Daher bildet V' mit diesen Operationen keinen Vektorraum iiber R.

1.3 (P,,+) ist eine kommutative Gruppe mit dem Nullpolynom als neutralem Element.
Das Nullpolynom in P, ist das Polynom p(x) = Y ja;z' mit a; = 0 fir i = 0,1,...,n
und wird wie {iblich mit p = 0 geschrieben. Assoziativitdt und Kommutativitdt erge-
ben sich durch die entsprechenden Gesetze in R. Zu p(z) = Y i, a;z’ ist das Polynom
—p(x) = Y1 o(—a;)a’ inverses Element.

Beweis des 1.Distributivgesetztes:

n n n n n n
(a4 7) Z a;x’ = Z(oz + Baz’ = Z aa;x’ + Z Ba;z’ = a Z a;xt + BZ a;x’.
i—0 i—0 i—0 i—0 i—0 i—0

Analog werden die {ibrigen Vektorraumaxiome bewiesen.

1.4

a) Angenommen v = (vy,v9,0)1 € W und w = (wy, we, 0)T € W. Dann gilt
v+ w = (v) +wy,ve + wy,0)T € W und sv = (svy, svg,0)T € W. W ist Unterraum
und geometrisch interpretiert die 1 — xo Ebene.

b) Angenommen v = (v, v9,v3)7 € W und w = (wy, we, w3)? € W. Dann gilt
v1 + v9 + v3 = 0 und w; + wy + w3 = 0 und daher auch
v+ wp + vy +wy+v3+ w3 = vy +v+v3+w +wr+ w3 =040 =0 und
s(v1 + vy +v3) = s0 = 0 fiir alle s € K; dh. auch v+w € W und sv €¢ W. W
ist Unterraum und geometrisch interpretiert eine Ebene, die durch den Ursprung
verlduft und im rechten Winkel zum Vektor (1,1, 1) steht.



¢) Angenommen v = s;a + t1b € W und w = ssa + tob € W. Dann gilt auch
v+w = sja+t1b+ssa+tab = (s1+s2)a+(t1+t)b € W und cv = csja+ctib € W.
W ist Unterraum und geometrisch interpretiert eine Ebene durch den Ursprung, die
von den beiden Vektoren a, b aufgespannt wird.

1.5

a) BEs gilt v = (1,0,0)7 € W und k = —1 € R. Aber kv = (—1,0,0)7 ist kein Element
von W, daher ist W kein Unterraum von V.

b) Es gilt v = (1,1,1)” € W und k = V2 € R. Aber kv = (v/2,v2,v/2)7 ist kein
Element von W, daher ist W kein Unterraum von V.

1.6

a) Die angegebene Menge ist kein Unterraum. Es liegen z.B. 2% + x und —2? in der
Menge, aber die Summe dieser Polynome ist ein Polynom vom Grad 1 und liegt
damit nicht in der Menge.

b) U ={p € P, : p(0) = 0} ist ein Unterraum von P,. Das Nullpolynom liegt in U. Sind
p,q € U, d.h. ist p(0) = 0 und ¢(0) = 0, dann ist auch (p + ¢)(0) = p(0) +¢(0) = 0,
also p+q € U. Mit p € U und a € R folgt (ap)(0) = ap(0) = 0, also ap € U.

c) Die angegebene Menge aller Polynome, die nur Potenzen von z mit geraden Ex-
ponenten enthalten, ist ebenfalls ein Unterraum von P,. Das Nullpolynom gehort
zur Menge. Die Summe zweier Polynome mit nur geraden Exponenten ist wieder
ein Polynom mit nur geraden Exponenten und die Multiplikation mit einem Skalar
erhélt ebenfalls die geraden Exponenten.

1.7 Es ist zunéchst zu zeigen, dass die in V/U definierten Operationen nicht von den
gewahlten Repréasentanten der Nebenklassen abhéngen, d.h fiir

acx+U und bey+U
= (a+U)+b+U)=(x+U)+ (y+U)

Diese Behauptung wird nun bewiesen:

acx+U = JuelU mit a=x+u
=
becy+U = JvelU mit b=y+v



(@a+U)+(b+U) = (x+u+y+v)+U = (x+y) +U
= (z+U)+(y+U)
Die Wohldefiniertheit von s(a + U) beweist man analog.

Es wird nun gezeigt, dass V/U eine kommutative Gruppe ist. Die Assoziativitit gilt in
V/U, da die Assoziativitiat in V' gilt. Neutrales Element in V/U ist 0 + U = U. Es gilt
namlich (x +U)+U =x+ U firallex + U € V/U. Zu « + U ist das Element —x + U
invers, da (x +U) + (—x+U) = (x —x)+ U = 0+ U = U gilt. Das Kommutativgesetz
ist in V/U erfiillt, da es in V' erfiillt ist.

Beweis des 1.Distributivgesetzes:
(a+8)(x+U) = (a+pxe+U = ax+px+U
= ax+U+fx+U = ale+U)+p(x+U).
Beweis des 2.Distributivgesetzes:
al(x+U)+(y+0U)) = allz+y)+U) = alze+y)+U
= ax+ay+U+U = ae+U)+aly+U).
Entprechend werden die iibrigen Vektorraumaxiome bewiesen.

1.8 U ist eine Ebene durch den Ursprung 0 = (0,0,0) und die Nebenklassen von
U sind die Ebenen parallel zu U. Anders ausgedriickt sind die Nebenklassen von U
die Losungsmengen der Schar von Gleichungen 2x + 3y + 4z = s,s € R. Insbesondere
ist die Nebenklasse u + U fiir u = (a,b,c) die Losungsmenge der linearen Gleichung
2¢ + 3y + 4z = 2a + 3b + 4c.

1.9 Behauptung : Die lineare Hiille L(vy,...,v;) mit vy,...,v; € V, k € IN ist ein
Unterraum von V.

Beweis: Fiir v,u € L(vy,...,v;) gilt v = 501 + -+ + sV und w = tjvg + - - - + V.
Dann gilt v +u = (s1 + t1)vy + -+ + (sk + tp)vr € L(vy,...,v;). Analog folgt aus
v € L(vy,...,v;) auch tv = t(s1v1 + -+ + $pVE) = 101 + - - - F tspvE € L(V1, ..., V).

1.10 Wir zeigen L(a,b) C L(a,c) C L(b,c) C L(a,b). Daraus folgt dann die Behaup-
tung

L(a,b) =L(a,c) = L(b,c) .
Wegen a + b + ¢ = 0 kann man jeden der Vektoren als Linearkombination der beiden
anderen ausdriicken

a=—-b—c, b=—-a—-c, c=-a—->.



Beweis von L(a,b) C L(a,c): Sei x € L(a,b) =

L(a,

r = )\10, + )\Qb = )\10, + )\2(—0, — C) = ()\1 — )\2)0, — /\QC

= x€/L(a,c) = L(a,b) < L(a,c)
c) C L(b,c) und L(b,c) C L(a,b) zeigt man vollig analog.

1.11 Aus R*=U+V und UNV = {0} folgt die Behauptung.

1.12

a)

Der Ansatz s1v1 + Sovs + s3v3 = 0 d.h. explizit:

fithrt auf die Gleichungen

s1 + 83:()
82+283:0.

Setzt man s3 = t € R, erhélt man s; = —t und sy = —2t. Fiir t = 1 ergibt sich
51 = —1,89 = —2, 53 = 1, daher sind diese Vektoren linear abhingig im R

Der Ansatz sjv; + s9v9 + s3v3 = 0 fithrt auf

S1+ So + S3 — 0
252 + 283 =0
383 =0

woraus sofort s; = 0 fiir ¢ = 1, 2, 3 und daher die lineare Unabhéngigkeit der Vekto-
ren vy, vs und wz folgt.

Aus dem Gleichungssystem

51+ S92 =
251+ 2s9 = 0
381 + 59 + 283 =0

folgt so =t € R, sy = —t und s3 = t. Die Wahl sy =t = 1 # 0 ist moglich, daher
sind diese Vektoren linear abhéngig.



1.13 Der Ansatz s1p(z) + s2q(x) = 0 lautet explizit:
si(x+ 22 —2® +20°) + 592+ + 2P + 1) =0

Durch Koeffizientenvergleich beim konstanten Element 2 erhélt man sy = 0. Daraus folgt
S1 — 0.



1.14
a) Der Ansatz siz + so(2? — 2) + s3(a® + x) + s4(2® + 222 + 1) = 0

fithrt nach Koeffizientenvergleich auf folgendes System von linearen Gleichungen

—289+s4 = 0
s1+s3 = 0
So+2s4 = 0
s3+s4 = 0.

Wird s4 aus der ersten Gleichung explizit ausgedriickt und in die dritte Gleichung
eingesetzt, folgt sofort sy = 0 und mit der ersten Gleichung s, = 0. Weiters folgt
dann aus der vierten bzw. zweiten Gleichung s3 = 0 bzw. s; = 0. D.h. die angege-
benen Polynome sind linear unabhéngig in Ps.

b) s11 + s + s3(x* — 2) + sy(2® + 2) + s5(23 + 222 + 1) =0
81—283-1—85 =0

So + 84 = 0
S3 + 285 =0
S4+s5 = 0.

Das ist ein Gleichungssystem mit 4 Gleichungen und 5 Unbekannten. Setzt man
s5 = t € R so folgt aus der vierten Gleichung, dritten Gleichung s, = —t und
s3 = —2t. Weiters folgt aus der zweiten und schliellich aus der ersten Gleichung
s9 =t und s; = —bt. Die Wahl t #£ 0 ist moglich, daher sind diese Polynome linear
abhéngig in Ps.

1.15

a) Die drei Vektoren bilden eine Basis des R?, wenn sie l.u. sind.

1 1 2
si| 1| +s2] 2] +s3] -1 ]1=0
1 3 1

Dies fiihrt auf das lineare homogene Gleichungssystem
S1 + SS9 + 283 = 0
ST + 282 - S3 0
S1 + 382 + S3 — 0



Subtraktion der ersten Gleichung von der zweiten und dritten Gleichung ergibt:

$S1 + SS9 + 283 = 0
So — 383 =0
232 — S3 = 0

Subtraktion des Zweifachen der zweiten Gleichung von der dritten Gleichung ergibt:

S1 + S9 + 283 = 0
S92 — 383 =0
583 =0

Daraus folgt s3 = 0 und weiter s = 0 und s; = 0. Daher sind die Vektoren by, bo, b3
linear unabhéngig und bilden eine Basis von V.

Der Vektor v € V ist als Linearkombination der Vekoren by, by, b3 € V' darzustellen.

1 1 2 1
S1 1 + S9 2 + S3 —1 = —2
1 3 1 5

Dies fiihrt auf das lineare inhomogene Gleichungssystem

S + So + 283 = 1
S1 + 282 — S3 — —2
$1 + 3s9 + s3 = 5)

Subtraktion der ersten Gleichung von der zweiten und dritten Gleichung ergibt:

S + So + 283 = 1
So2 — 383 = -3
282 — S3 = 4
Daraus folgt durch Eliminieren s; = —6, so = 3, s3 = 2, d.h die Koordinatendar-

stellung von v beziiglich der Basis B lautet [v]p = (=6, 3,2)".

Um zu iiberpriifen, ob es sich bei den drei Polynomen um eine Basis von V' handelt,
muss die lineare Unabhéngigkeit von by, by, b3 iiberpriift werden.

s1(1% — 2t + 5) + s9(2t* — 3t) + s3(t +3) =0
Koeffizientenvergleich ergibt das lineare homogene Gleichungssystem

s1 + 289 =0
—281 — 382 + S3 = 0
581 + 353 =0



Wie zuvor zeigt man, dass s; = so = s3 = 0 die einzige Losung ist. Daher ist B eine
Basis von V. Der Ansatz

s1(t* — 2t 4+ 5) + s9(2t* — 3t) + s3(t +3) =t* + 4t — 3

und Koeflizientenvergleich fiihrt auf das lineare inhomogene Gleichungssystem

S + 282 = 1
—281 — 382 + S3 — 4
581 + 383 = -3

in den Unbekannten si, s9, s3. Durch Eliminieren erhélt man die eindeutige Losung
s1 = —3, 89 = 2und s3 = 4. Daher gilt die Koordinatendarstellung [v]p = (—3,2,4)T.

1.16 Behauptung: Jeder Korper (K, +,-) kann als Vektorraum tiber K aufgefasst wer-
den.

Beweis: In der Definition eines Vektorraumes setzten wir V' = K, d.h. wir fassen die
Elemente von K als Vektoren auf. Die Addition von zwei Vektoren x,y € K ist die
Addition von Elementen in K. Die Multiplikation eines Vektors € K mit einem Skalar
s € K ist die Multiplikation von Elementen in K. K ist nach Voraussetzung ein Korper.
Die entsprechenden Koérperaxiome implizieren die nachzuweisenden Vektorraumaxiome.

Es gilt K = £(1) = {s1:s € K}. Daher ist die Dimension von K als Vektorraum iiber
sich selbst gleich eins.

1.17 Es sei V = R3. Es ist zu iiberpriifen, ob es sich bei den gegebenen Mengen um
Unterraume von V handelt. Im Fall eines Unterraumes sind eine Basis und die Dimension
des Unterraumes zu bestimmen.

a) Behauptung: W = {x € R? : 221 + 29 + 23 = 0} ist Unterraum von V.

Beweis: Fiirx,y € Wundt € Rgilt ®+y € W und te € W, da aus 2z14+x9+2x3 = 0
und 2y; + y2 + y3 = 0 folgt

2(x1+y1) + (zo+y2) + (3 +ys) = (221 + 22+ 23) + (2y1 +y2 +y3) =040 =0 und
2t +trg + trs = t(2$1 + X9 + iL‘3) =10 = 0.

Zur Bestimmung einer Basis setzen wir x1 = s und x9 = t, s,t € R. Aus der
Gleichung 21 + 29 + x3 = 0 folgt
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Daher bilden folgende linear unabhéngige Vektoren eine Basis von W :

1 0
a = 0], b= 1
—2 —1

Die Dimension des Unterraumes W ist daher 2.
b) Behauptung: W = {z € R?® : 221 + x5 + 23 = 4} ist kein Unterraum von V.

Beweis: Es liegt kein Unterraum vor, da 0 € W,

1.18 Wir iiberpriifen, ob die Vektoren

1 2 0
bi=\|2|, by=|3]|, b3s=| —1
1 5 2
linear unabhéngig sind.
1 2 0
s1| 2| +s2| 3| +s3| —1 =0
1 5 2
Aus der ersten Gleichung folgt sy = —2s,. Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt

s3 = —S$9. Einsetzen in die dritte Gleichung ergibt so = 0. Wegen (s1, s9,s3) = (0,0,0)
sind die Vektoren by, by, bs 1.u. und bilden daher eine Basis des R3.

Die Vektoren

1 0
a; = 01, as= 1
1 1

sind L.u. Vektoren. Nach dem Austauschsatz von Steinitz kénnen a;, as durch Hinzu-
nahme eines (von aq,as linear unabhéngigen) Vektors b; der alten Basis zu einer neuen
Basis des R? ergiinzt werden. Wir suchen nun alle Vektoren der alten Basis, die von a1, as
linear unabhéngig sind.

1 0 1
S1 0 + So 1 + S3 2 =0
1 1 1

Wie zuvor folgt s; = s9 = s3 = 0. Daher sind die Vektoren a, as, b; 1.u. und bilden eine

Basis des R? .
1 0 2

S1 0 + So 1 + S3 3 =0
1 1 5)



Aus der ersten Gleichung folgt s; = —2s3, aus der zweiten Gleichung folgt sy = —3s3.
Die dritte Gleichung ist dann bereits erfiillt. Daher ist s3 € R beliebig. s1 = —2t, 59 =
—3t,s3 = t,t € R ist eine Parameterdarstellung der Losungen des Gleichungssystems.
Deshalb sind die Vektoren a;, as, by 1.a. und bilden keine Basis des R? .

1 0 0
S1 0 + S9 1 + S3 —1 =0
1 1 2

Es folgt s; = sy = s3 = 0. Daher sind die Vektoren ai, as, b3 1.u. und bilden eine Basis
des R? .

1.19 Basis von U: In der Gleichung x9 + x3 + x4 = 0 fiir U setzen wir x1 = s, 9 =t
und z3 = r mit s,¢t,r € R. Dann folgt x4 = —t — r. Daher hat ein Vektor & € U die
Darstellung

S 1 0 0
S t _ 0 4t 1 L 0
a r - 0 0 1
—t—r 0 —1 —1
Die drei Vektoren
1 0 0
u; = 0 Uy = L u 0
1 — 0 9 2 — O ) 3 — 1 )
0 —1 —1

die U aufspannen, sind L.u. und bilden eine Basis von U.

Basis von W: In den Gleichungen x1 +x9 = 0, x3 — 2x4 = 0 fiir W setzen wir 9 = s und
x4y =t mit s,t € R. Daraus folgt x1 = —s und x3 = 2t. Daher hat ein Vektor & € W die
Darstellung

—5 —1 0
xr = > =S ! +1 U
2t 0 2
t 0 1
Die zwei Vektoren
—1 0
w1 L wo = 0
01!’ 2 ’
0 1

die W aufspannen, sind l.u. und bilden eine Basis von W.



Basis von U N W: Der Unterraum U N'W wird durch die Gleichungen

Tr1 + X9 =0
rTo + x3 + x4 = 0
r3 — 2x4 = 0

beschrieben. Wir setzen x4 = t, t € R. Dann folgt x3 = 2t, x9 = —3t und x; = 3t. Daher
hat x € U N'W die Darstellung

und der Vektor

ist eine Basis von U N W.

Basis von U + W: Die Summe U + W wird durch die Vereinigung der Basen von U und
W aufgespannt. Daher gilt

U + W = ﬁ(ul,u2,u3,w1,w2) .

Diese fiinf Vektoren des R* sind natiirlich linear abhiingig. Jede linear unabhéngige Teil-
menge der fiinf Vektoren, die U + W aufspannt, ist eine Basis von U + W. Die Vektoren
U1, Us, w3 sind linear unabhéngig, daher untersuchen wir die Vektoren wi, us, w3, wy auf
lineare Unabhéngigkeit. Der Ansatz

s1u1 + Souy + s3ug + sqwq; =0
fithrt auf das lineare Gleichungssystem

59 + sS4 =
S3 =

o O O O

- S2 — 83 =

Aus der dritten Gleichung folgt s3 = 0, daher folgt aus der vierten Gleichung s; = 0.
Weiters folgt aus der zweiten Gleichung s; = 0 und aus der ersten Gleichung s; = 0.
Daher sind die Vektoren wq,us, u3, wy linear unabhingig und bilden eine Basis von

U+ W. Wegen dim (U + W) = 4 gilt natiirlich U + W = R*, daher ist die kanonische
Basis des R* eine weitere Basis von U + W.



Der Dimensionssatz

dim (U + W) =dim U + dim W — dim (U N W)

gilt wegen 4 =3+4+2—1.

1.20

a)

b, = e, daher [by]g, = (0,0,1,0,0)T,
b2 = e + ey, daher [bQ]E5 = (1, 1, 0, 0, O)T,
b3 = e + e, daher [bg]E5 = (1, 0, O, 0, 1)T

Man sieht unmittelbar (oder durch Nachrechnen), dass die Vektoren by, bo, bs linear
unabhiingig sind. Um B zu einer Basis des R® zu ergénzen, braucht man zwei von
b1, by, bs 1.u. Vektoren der kanonischen Basis. Offensichtlich muss einer der neuen
Vektoren immer e, sein, da dieser Vektor in der Darstellung von B nicht vorkommt.
Daher kommen die folgenden Moglichkeiten fiir die neuen Vektoren in Betracht:

i) ey, e1: Aus dem Ansatz

( ) (

S1 + S92 + S3 + S4 + S5

co—~ oo
OO O e
—_o oo
o~ o oo
e e R e e
I
o

\ V \ / \ / \ / \ /

folgt s1 = s9 = s3 = s4 = s5 = 0, daher bilden die Vektoren {by, by, b3, €4, €1} eine
Basis des R®.

ii) ey, eo: Mit analogem Ansatz folgt die lineare Unabhéngigkeit der {by, bs, bs, €4, es},
die daher eine Basis des R® bilden.

iii) ey, e3: Durch das Vektorenpaar {e4, e3} wird B nicht zu einer Basis ergéinzt, da
e3 bereits in B vorkommt und daher die Vektoren {by, b, b3, €4, €3} linear abhéingig
sind.

iv) e4, e5: Man sieht analog zu i), dass {by, by, b3, €4, e5} eine Basis des R ist.




Kapitel 2

Matrizen und lineare Gleichungssysteme

2.1
0 g 1 1. 1
T 4 2"
a) A=| -4 —12 |, b)) B= : ,
—6 —18 ; ;
m o m m
2.2
071 -3 15 —6
A+B_[121]’ 3B [ 6 6—3]’
2 —10 4 ) -1 12 —1
S e B RS R Bt |
1 —1) -1 2
AT=12 o], BT = 5 2|,
3 2| -2 -1
-2 3 -5
B_A_[ 32—3]

2.3 Durch explizites Nachrechnen (am besten in Indexschreibweise) zeigt man, dass die
Korperaxiome fiir K unmittelbar die Vektorraumaxiome fiir M,,,,(K) implizieren. Z.B.
1. Distributivgesetz:

(s+t)aij=saij+taij, Z'=1,...,m jzl,...,n

56



2.4 Es ist zu zeigen ist, dass die Matrizen

10 0 2 01 0 0
selon) o me(ad) me(on) me(00)

eine Basis von M, 2(R) bilden.
Der Ansatz s1B1 + s9By 4+ s3B3 + s4B4 = 0 ergibt

10) 02) , 01) 00)Y (00
1o o 210 0 o1 “l10)” loo]-

und somit die Matrizengleichung

s1 2s54+s3 )] (00

Sy S3 a 00 '
Daraus folgt unmittelbar s; = so = s3 = s4 = 0 und somit die lineare Unabhéngigkeit.
Die kanonische Basis von Ms5(R) besteht aus den Matrizen

10 01 00 00

00)° 00 )" 107 01 )"
Daher gilt dim M5 = 4 und die vier L.u. Matrizen B;, ¢ = 1,2, 3,4 bilden ebenfalls eine
Basis B.

: 2 —1 : :

a) Sei A = [ s 5 | Der Ansatz x1B1+...+x4B4 = A und elementweises Gleichset-
zen der linken und der rechten Seite dieser Matrizengleichung fithrt auf das lineare
Gleichungssystem

I = 2
25172 + 3 = —1

Try = 3

T3 = 5

in den Unbekannten 1, x9, 3, v4. Die Werte fiir x1, x4 und x3 lassen sich unmittelbar

ablesen. Einsetzen von z3 in die zweite Gleichung ergibt xy = —3. Daher gilt:
2
-3

3



b) Die kanonische Basis von M,,,, sind die m x n-Matrizen

(0 ... 000 ... 0)

Bij=10...010..0 i=1,....m j=1,...,n,

0O ...000 ...0

\ Vs

wobei in der m x n-Matrix B;; das Element in der ¢-ten Zeile und j-ten Spalte
gleich 1 ist und alle anderen Elemente der Matrix 0 sind. Kiirzere Schreibweise
unter Verwendung des Kroneckersymbols:

Bij:(bijkl):<5ik5jl)a k=1,...,m l=1,...,n

Es ist klar, dass jede Matrix A € M, ,, eindeutig als

=1 j=1

dargestellt werden kann. Es folgt dim M,,,, = mn.

2.5 Definiert sind die Matrizenprodukte AB, BC und C'A. Es gilt

2 27
99 5 19 26 33 40

AB = . BC=| 11 14 17 20 ,OA:[

—11 25
93 3 —18 —-16 —14 —12

21 28 —1
61 68 —9

2.6

a) Behauptung: Fiir eine beliebige (n x n)-Matrix gilt Spur(A4) = Spur(A7)

Beweis: Sei A = (a;;), AT = (aj;) = (ag) Fiir die Diagonalelemente gilt a; = al,

das heifit die Diagonalelemente von A und AT sind gleich, daher ist ihre Summe ist
gleich.

Spur(A) = Z ai = Y ai = Spur(A")
i=1

1=1



