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A (mit Losung)




Aufgabe 1.

Fiir x = (21, T, 73, 74)7 € R* ist das lineare Gleichungssystem Ax = b,

T + 2$3 — Ty = -1

— 329 — dx3 — 214 = 7

31’1 + 21’2 + 91‘3 - Ty = -7
-2 r, + To — 3[)33 + 41‘4 = 1

gegeben.

a) Bestimmen Sie den Rang der Koeffizientenmatrix A und den Rang der erweiterten Koeffi-

zientenmatrix (A|b) des Gleichungssystems Ax = b. (2P)
b) Was lésst sich aus dem Ergebnis von a) iiber die Losbarkeit und gegebenfalls iiber die Gestalt

der allgemeinen Losung des Gleichungssystems aussagen (genaue Begriindung)? (1P)
¢) Berechnen Sie die allgemeine Losung des Gleichungssystems. (2P)
d) Geben Sie eine Basis des Kerns von A und eine Basis des Bildes von A an. (1P)
LOSUNG

a) Durch elementare Zeilenumformungen der erweiterten Matrix

(1 0 2 —-11]-1Y 23-3» ( 1 0 2 —-1/|-1 21 = 23
0 -3 -5 =2 7 24+ 22 0 -3 -5 =2 7 23 = 23 — 274
3 2 9 -1 |7 0o 2 3 2|-4 2y = 29+ 324
(. -2 1 -3 4 1) — . 0 1 1 2| -1 —
(1 0 2 —-11] -1 z24 + 223 1 0 2 —-11]-1)
0 1 1 2| -1 2y — 23 0O 1 0 4 1
0O 0 1 -2 | =2 0O 0 1 -2 1| -2
. 0 0 -2 4 4 ) — . 0 0 0 0 0

erhilt man die erweiterte Koeffizientenmatrix in gestaffelter Form, woraus
Rang(A)= Rang(A|b) = 3 folgt.

b) Wegen Rang(A)= Rang(A|b) =r =3, ist das Gleichungssystem losbar, wegen
r =3 < 4 =n = dim(IR*) jedoch nicht eindeutig l6sbar. Das Gleichungssystem ist un-
terbestimmt. Die allgemeine Losung ist eine 1-parametrige (n —r = 1 = dim Kern(A))
Losungsschar der Form x = x, +Kern(A), wobei x,, eine Partikuldrlosung (beliebige Losung
des inhomogenen Gleichungssystems Ax = b) ist.

c¢) Die obige Koeffizientenmatrix liefert das inhomogene Gleichungssystem
T + 2 r3 — Ty = -1 s

T2 + 433’4 = 1,
r3 — 21‘4 = —2.



Die allgemeine Losung erhélt man nun zum Beispiel mit der Wahl x4 = s, s € R, durch
kontinuierliches Zuriickeinsetzen in das Gleichungssystem beginnend mit der letzten Glei-
chung,

Ty = S 3 -3
T3 = 2x4—2=2s5-—2 B 1 —4
Ty = —dz,+1=—-4s+1 - x=| o |ts| o s€R
ry = —2ZE3+I4—1:—3S+3 0 1

Xp Kern(A)

Das Bild von A ist die lineare Hiille der Spaltenvektoren von A, der Rang von A ist 3.
Aus der gestaffelten Form der Koeffizientenmatrix sieht man nun, dass z.B. die ersten drei
Spalten der Matrix A linear unabhéngig sind. Basen von Kern(A) und Bild(A) sind also
z.B.

1 0 2 -3

. . 0 -3 ) . —4
Basis (Bild(A)) = a1l o] 9 und  Basis (Kern(A)) = 9
-2 1 -3 1



Aufgabe 2.

Im Vektorraum IR? sind die Unterrdume

U = {x=(z1,22,23,24)" €R" : 221 +20=0, 2o +23=0} und
W = {x: ($1,$2,$3,x4)T eR* : 201 4+24=0, z90— 24= O}
gegeben.
a) Bestimmen Sie jeweils eine Basis und die Dimension der Unterrdume U und W. (2P)

b) Bestimmen Sie eine Basis und die Dimension der Summe U+W der Unterrdume U und W.

(2P)

c¢) Bestimmen Sie eine Basis und die Dimension des Durchschnitts U N W der Unterrdume U

und W. (2P)
LOSUNG

a) Basis und Dimension von U:
Der Unterraum U besteht aus der Menge all jener Vektoren aus dem Vektorraum IR*, die
beide Gleichungen aus obiger Definition fiir U erfiillen.
Mit z.B. der Wahl z; = s und x4 =t (s,t € R) folgt aus der ersten Gleichung z, =
—2x1 = —2s und aus der zweiten Gleichung x3 = —z5 = 2s. Die Losung des homogenen
Gleichungssystems ist

1 0 1 0
-2 0 . —2 0 .
X =35 5|+t g = Basis(U) = 5 1| o , dim(U) =2
0 1 0 1
—— ——
u; Uy

Basis und Dimension von W:

Der Unterraum W besteht aus der Menge all jener Vektoren aus dem Vektorraum R*?, die
beide Gleichungen aus obiger Definition fiir W erfiillen.

Mit z.B. der Wahl z3 = s und z; =t (s,t € R) folgt aus der ersten Gleichung =z, =
—2x7 = —2t und aus der zweiten Gleichung x, = z, = —2¢. Die Losung des homogenen
Gleichungssystems ist

0 1 0 1

0 -2 . 0 -2 .
x=s|1|+t] | = Basis(W) = 11l o ,  dim(W) =2

0 -2 0 -2

SN~ N——
W1 Wo



b) Der Unterraum U+W besteht aus der linearen Hiille der Basisvektoren von U und W.
Nach elementarer Zeilenumformung der Matrix (uy, wo, Wy, us)

(

J/

ZQ+221 1 1 0 0 Z9 — Z3

-2 — z3— 22 0 0 0 O] z3=2—23
0 -2 1 0] zu=2
L — 0 -2 0 1 —

| |
OO NO N
|
oORr—,O O~ OO
OO0 HOOO
A

\
SO OH— O

\

.

siecht man, dass der Rang der Matrix 3 ist und z.B. die Vektoren u;, w, und w; linear
unabhéngig sind. Es ist also z.B.

1 1Y (0
Basis(U+W) =4 | 5 || o [.| )|} dm@+m)=3
0) L-2) Lo

¢) Der Unterraum UNW ist der Unterraum jener Vektoren, die sowohl in U als auch in W
liegen, die also sowohl die Gleichungen die den Unterraum U festlegen, als auch die Glei-
chungen die den Unterraum W festlegen, erfiillen.

Durch elementare Zeilenumformungen der Koeffizientenmatrix des homogenen Gleichungs-
systems

2 1 0 0 29 1 0 0Yzi+tz (2 1 0 0
o 1 1 of =~ 0 1 1 0] 2+ 0 1 1 0
2 0 0 1 . 0 -1 0 1 0 0 1 1
0 1 0 —1 0 1 0 —-1) — 0 0 0 0

erhélt man die Koeffizientenmatrix in gestaffelter Form. Der Rang der Matrix ist 3 und die
Dimension des Kerns 1. Mit z.B. der Wahl z; = s (s € R) folgt 25 = —2s, x3 = 2s und
x4 = —2s. Die Losung des homogenen Gleichungssystems ist also

1 1
x=s| 2. seR = Basisnw)={| 5|5, dimUnW)=1
2 2

Der Dimensionssatz dim(U+W) + dim(UNW) = dim(U) + dim(W) ist erfiillt. O



Aufgabe 3.
Im IR? sind die kanonische Basis Es = {e}, es,e3} und die Basis B = {by, by, b3} mit

1 0 1
b1 = 0 s b2 = 1 und b3 = 1
1 1 1

Weiters ist eine lineare Abbildung ¢ : R* — IR® durch die Bilder der Basisvektoren des Ej

gegeben.

gp(el) =e;+ 263 ) 80(62) = €9 und @(eg) = -2 e + ey.

definiert.

a) Geben Sie Matrix [p(Ej3)]g, an, die die Abbildung ¢ beziiglich der Basis E3 beschreibt. (1P)

b) Wie lauten die Transformationsmatrizen Ty, g (Basiswechsel von B auf F3) und Ts_p,

(Basiswechsel von Ej3 auf B)? (2P)

c¢) Bestimmen Sie die Matrix [¢(B)]p, die die Abbildung ¢ beziiglich der Basis B beschreibt.

(2P)

d) Geben Sie fiir den Vektor v = by + 2bz € R® die Koordinaten [v]g, beziiglich der Basis

E;3 und die Koordinaten [v]p beziiglich der Basis B an. (3P)

e) Berechnen Sie fiir den Vektor v = by + 2bs € R*® die Koordinaten der Bilder [o(v)]g,

beziiglich der Basis E3 und [p(v)]p beziiglich der Basis B. (1P)
LOSUNG

a) In den Spalten der Abbildungsmatrix [¢(Es)|g, stehen die Koordinaten der Bilder der Basis
E5 dargestellt beziiglich der Basis Ej3. Es ist also

1 0 —2
[@(E3)]E3 = ([90(61)]&,7 [(10(62)]]1737 [(10(63)]]173) = [ 0 1 1 ] .
2 0 0

b) Die Spalten einer Transformationsmatrix bestehen aus den Koordinaten der alten Basis dar-
gestellt beziiglich der neuen Basis. Daher besteht die Transformationsmatrix 7%, p spal-
tenweise aus den Basisvektoren von B. Zudem gilt Tp. g, = (T, ). Nach Invertieren

von Tp,.p ist
0 —1 1
und TB<—E3 = —1 0 1 .

1 1 -1

1 0
To,ep=|0 1
11

—_ = =



¢) Die Abbildungsmatrix [¢(B)|p ldsst sich z.B. mit Hilfe der Transformationsmatrizen be-
rechnen mittels

1 0 1 1 =2 0
0 1 1]|= 3 2 3
1 1 1 -2 0 -1

d) Mit v = b1 +2b3 ist

und

g 1 -2 0 1 1
(V)] = [p(B)ls - [Vl = [ 3 2 3] [0 ] = [ 9 ] :
-2 0 —1 2 —4
oder
le(V)lp = Tpep, - [p(E3)|E, - [V]E
>
1 0 -2 3 -3
le(W)ey = [o(Es)lps - Vg = [ 0 1 1 ] [ 2 ] = [ 5 ] ,
2 0 0 3 6
oder
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Aufgabe 1.

Fiir x = (21, T, 73, 74)7 € R* ist das lineare Gleichungssystem Ax = b,

T + 2$3 — Ty = 0

— 2z9 — 8x4 = —6

21’1 + 31’2 + 81‘3 + 2]74 = 13
—31’1 + To — 5[)33 + 51‘4 = 4

gegeben.

a) Bestimmen Sie den Rang der Koeffizientenmatrix A und den Rang der erweiterten Koeffi-

zientenmatrix (A|b) des Gleichungssystems Ax = b. (2P)
b) Was lésst sich aus dem Ergebnis von a) iiber die Losbarkeit und gegebenfalls iiber die Gestalt

der allgemeinen Losung des Gleichungssystems aussagen (genaue Begriindung)? (1P)
¢) Berechnen Sie die allgemeine Losung des Gleichungssystems. (2P)
d) Geben Sie eine Basis des Kerns von A und eine Basis des Bildes von A an. (1P)
LOSUNG

a) Durch elementare Zeilenumformungen der erweiterten Matrix

J

p

2 -1

1 0 0 z3 — 221 1 0 2 —1 0 29 = 24

0 —2 0 -8 —6 Z4 + 321 0 -2 0 -8 —6 Z3 = 23 — 324

2 3 8 2 13 0 3 4 4 13 2y = 29+ 224
-3 1 =5 5 4 ) — . 0 1 1 2 4 —

1 0 2 —1 0 ) Z9 — 23 1 0 2 —1 0 )

0 1 1 2 4 24 — 223 0 1 0 4 3

0 0 1 -2 1 0 0 1 -2 1

0 0 2 —4 2 — L 0 0 0 0 0 )

erhilt man die erweiterte Koeffizientenmatrix in gestaffelter Form, woraus

Rang(A)= Rang(A|b) = 3 folgt.

b) Wegen Rang(A)= Rang(A|b) =r =3, ist das Gleichungssystem losbar, wegen
r =3 < 4 =n = dim(IR*) jedoch nicht eindeutig l6sbar. Das Gleichungssystem ist un-
terbestimmt. Die allgemeine Losung ist eine 1-parametrige (n —r = 1 = dim Kern(A))
Losungsschar der Form x = x, +Kern(A), wobei x,, eine Partikulirlosung (beliebige Losung
des inhomogenen Gleichungssystems Ax = b) ist.

c¢) Die obige Koeffizientenmatrix liefert das inhomogene Gleichungssystem
T 4+ 223 — x4 = 0,

To + 4daxy 3,
r3 — 21’4 = 1.



Die allgemeine Losung erhélt man nun zum Beispiel mit der Wahl x4 = s, s € R, durch
kontinuierliches Zuriickeinsetzen in das Gleichungssystem beginnend mit der letzten Glei-
chung,

Ty = S —2 -3
r3 = 2x4+1=2s5+1 B 3 —4
To = —4w,+3=-4s5+3 - X= 1| o |- sER,
r1 = —2x34+1x4=-35—2 0 1

Xp Kern(A)

Das Bild von A ist die lineare Hiille der Spaltenvektoren von A, der Rang von A ist 3.
Aus der gestaffelten Form der Koeffizientenmatrix sieht man nun, dass z.B. die ersten drei
Spalten der Matrix A linear unabhéngig sind. Basen von Kern(A) und Bild(A) sind also
z.B.

1 0 2 -3

. . 0 -2 0 . —4
Basis (Bild(A)) = s Il 3| s und  Basis (Kern(A)) = 9
-3 1 ) 1



Aufgabe 2.

Im Vektorraum R? sind die Unterrdume

U = {x = (21,29, 23, 24)" €ER* : 214+ 2253=0, 2, — 24 = O} und
W = {x = (21,09, 23, 24)" €ER* : 205+ 24 =0, 29+ 24 = 0}
gegeben.
a) Bestimmen Sie jeweils eine Basis und die Dimension der Unterrdume U und W. (2P)
b) Bestimmen Sie eine Basis und die Dimension der Summe U+W der Unterrdume U und W.
(2P)
¢) Bestimmen Sie eine Basis und die Dimension des Durchschnitts U N'W der Unterrdume U
und W. (2P)
LOSUNG

2)

Basis und Dimension von U:

Der Unterraum U besteht aus der Menge all jener Vektoren aus dem Vektorraum R?, die
beide Gleichungen aus obiger Definition fiir U erfiillen.

Mit z.B. der Wahl z5 = s und x3 =t (s,t € R) folgt aus der ersten Gleichung z; =

—2x3 = —2t und aus der zweiten Gleichung x; = x4 = —2t. Die Lésung des homogenen
Gleichungssystems ist
0 -2 0 -2
1 0 . 1 0 .
x=s|g|+t] 3 = Basis(U) = ol 1 , dim(U) =2
0 —2

0 -2
S—~— S——
u; U

Basis und Dimension von W:

Der Unterraum W besteht aus der Menge all jener Vektoren aus dem Vektorraum RR*, die
beide Gleichungen aus obiger Definition fiir W erfiillen.

Mit z.B. der Wahl z; = s und x3 =t (s,t € R) folgt aus der ersten Gleichung z, =
—2x3 = —2t und aus der zweiten Gleichung z, = —x4 = 2t. Die Losung des homogenen
Gleichungssystems ist

1 0

K= 0 2
1

2

O+t
0 _

= Basis(W) = , dim(W) =2

DO — N O

Wi W

Der Unterraum U +W besteht aus der linearen Hiille der Basisvektoren von U und W.
Nach elementarer Zeilenumformung der Matrix (wy, uy, ug, wo)

1 0 =2 0 1 0 -2 0
o 1 0 2 1 0 2
z4 + 2 23
o 0 1 1 L 0O o0 1 1
0o 0 —2 =2 o 0 0 0



sieht man, dass der Rang der Matrix 3 ist und z.B. die Vektoren wi,u; und u, linear
unabhéngig sind. Es ist also z.B.

1Y (0 (-2
Basis(U+W) = 8 , (1) A T dm@ew) =3
0) Llo) [ =

¢) Der Unterraum UNW ist der Unterraum jener Vektoren, die sowohl in U als auch in W
liegen, die also sowohl die Gleichungen die den Unterraum U festlegen, als auch die Glei-
chungen die den Unterraum W festlegen, erfiillen.

Durch elementare Zeilenumformungen der Koeffizientenmatrix des homogenen Gleichungs-
systems

1 0 2 0 I 1 0 2 0) z2=2u 1 0 2 0
1 0 0 —1 20 A 0 0 —2 —1| z2u=20+23 0o 1 0 1
0o 0 2 1 . 0o 0 2 1 0O 0 2 1
0o 1 0 1 0o 1 0 1 — 0O 0 0 0

erhélt man die Koeffizientenmatrix in gestaffelter Form. Der Rang der Matrix ist 3 und die
Dimension des Kerns 1. Mit z.B. der Wahl z3 = s (s € R) folgt 1 = —2s, x4 = —2s und
9 = 2s. Die Losung des homogenen Gleichungssystems ist also

—2 -2
X=38 % ,s€e R = Basis(UnW) = % ,  dim(UnW) =1
—2 —2

Der Dimensionssatz dim(U+W) + dim(UNW) = dim(U) + dim(W) ist erfiillt. O



Aufgabe 3.
Im IR? sind die kanonische Basis Es = {e}, es,e3} und die Basis B = {by, by, b3} mit

1 1 0
b1 = 1 s b2 = 1 und b3 = 1
0 1 1

Weiters ist eine lineare Abbildung ¢ : R* — IR® durch die Bilder der Basisvektoren des Ej

gegeben.

pler) =2e1+ey, ¢(e) =e;—2e3 und ¢(e3) =e3.

definiert.

a) Geben Sie Matrix [p(Ej3)]g, an, die die Abbildung ¢ beziiglich der Basis E3 beschreibt. (1P)

b) Wie lauten die Transformationsmatrizen Ty, g (Basiswechsel von B auf F3) und Ts_p,

(Basiswechsel von Ej3 auf B)? (2P)

c¢) Bestimmen Sie die Matrix [¢(B)]p, die die Abbildung ¢ beziiglich der Basis B beschreibt.

(2P)

d) Geben Sie fiir den Vektor v = 2b; + by € R? die Koordinaten [v]g, beziiglich der Basis

E;3 und die Koordinaten [v]p beziiglich der Basis B an. (3P)

e) Berechnen Sie fiir den Vektor v = 2b; + by € R? die Koordinaten der Bilder [¢o(v)]g,

beziiglich der Basis E3 und [p(v)]p beziiglich der Basis B. (1P)
LOSUNG

a) In den Spalten der Abbildungsmatrix [¢(Es)|g, stehen die Koordinaten der Bilder der Basis
E5 dargestellt beziiglich der Basis Ej3. Es ist also

2 1 0
[@(E3)]E3 = ([90(61)]&,7 [(10(62)]]1737 [(10(63)]]173) = [ 1 0 0 ] .
0 -2 1

b) Die Spalten einer Transformationsmatrix bestehen aus den Koordinaten der alten Basis dar-
gestellt beziiglich der neuen Basis. Daher besteht die Transformationsmatrix 7%, p spal-
tenweise aus den Basisvektoren von B. Zudem gilt Tg. g, = (T, ). Nach Invertieren

von Tp,. p ist
1 0 1 -1
und TB<—E3 = 1 -1 1 .

1
Teep=|1 1
0 1

— O



¢) Die Abbildungsmatrix [¢(B)|p ldsst sich z.B. mit Hilfe der Transformationsmatrizen be-
rechnen mittels

p(B)lp = Tpen, - [¢(E3)lps - Trsep

0 1 -1 2 1 0 1 1 0
= 1 -1 1|11 O Of-f1 1 1
-1 1 0 0 -2 1 0 1 1

d) Mit v =2by + by ist

und

g 3 2 1 2 8
(V)] = [p(B)ls - [Vl = [ 0 1 0] [ 1 ] = [ 1 ] :
-2 =2 -1 0 —6
oder
le(V)lp = Tpep, - [p(E3)|E, - [V]E
>
2 1 0 3 9
le(W)ey = [o(Es)lps - Vg = [ 10 0 ] ' [ 3 ] = [ 3 ] ,
0 —2 1 1 -5
oder



