Institut fiir Analysis und Scientific Computing
E. Weinmiiller

LINEARE ALGEBRA FUR TPH, UE (103.064)

2. Haupttest (MO, 20.01.2014)

TU Wien
WS 2013

— Taschenrechner ist erlaubt. Unterlagen: eigenes VO-Skriptum. Arbeitszeit: 90 min. —

T FAMILIENNAME

1T Vorname

T Studium / Matr.Nr.

Tragen Sie bitte oben Ihre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden

eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen,

und tragen Sie dann erst Ihre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt.



e Aufgabe 1.

a) Essei W = L {u,v} der Unterraum von R®, der durch

u=(1,3,2,-51)",  v=(26,5-14,4)"

aufgespannt wird. Geben Sie eine Basis des orthogonalen Komplements W+ von W an und bestimmen

Sie die Dimension von W+. a): 4 P.
u,veW, weW: (u,w) = (v,w) =0
wy + 3wy + 2ws — dwy + ws 0
2w1 + 6102 + 5103 - 14’(04 + 4U}5 = 0
wsy — 4wy + 2ws — w3 = 4wy — 2wy
wy + 3ws + 2(dwy — 2ws) — bwy + w5 = — Wy = —3wy — 3wy + 3ws
Wy =T, Wy 1= S, W5 =1
—3r —3s 4+ 3t -3 -3 3
r 1 0 0
W = 4s — 2t =r| 0 |+s]| 4 |+t|-2] —
S 0 1 0
t 0 0 1
-3 -3 3
1 0 0
wt=cdlo |, |4 |2} dmw:=3
0 1 0
0 0 1
b) Berechnen Sie die Norm und den Winkel zwischen den beiden Vektoren z = (4, 3,0)7
und y = (1,2,2)7. b): 2 P.



|z = VA2 +32+0=+v25=5
lyll = v12+22+22=9=3

(z,y) ((4,3,0),(1,2,2)) __ 10 _ 2
: 3

COS Qv = i =
ll[l-[lyl 53 15

a = arccos% =48, 2°




e Aufgabe 2. Es sei U = £ {uy,uz,uz} der Unterraum von R3, der durch

1 5 0
u; = 0 ,Ug = 1 ,Ug = 6
1 3 0

aufgespannt wird. Hinweis: Interpretieren Sie U geometrisch.

a) Berechnen Sie die Orthonormalbasis B von U. a): 3 P.
Da die Vektoren uy, uz und ug linear unabhingig sind, gilt U = R3.
Gram- Schmidt- Verfahren mit abschlieSendem Normieren:
1
— w1
wi=w = b= =750
1
5 1 1 1
— <u 7w> — 8 — —_ _w _ 1
Wr=te— gy W= (L ma (0= = b= =0 | ]
1 -1 -1
0 1 -2 -1
W3 = ug — L) g ey o g ) g6 1 | =] 4 — bg=-211 2
3 3 <w1,w1> 1 <w2,w2> 2 3 3 \/6
0 -1 2 1
1 1 -1
Somit ist die ONB gegeben durch: \/Li 0 ,\/Lg 1 ,\/ig 2
1 -1 1
Falls man erkennt, dass u; L ug gilt, ergibt sich:
1
w _ 1
wi=u = b= =35 |0
1
0
<U1,113> =0 — Wo = Ug — b2 = ||$§H =11
0
5 1 0 1
— (uz,w1) (uz,w2) — 8 6 _
W3 = Uy <w21 w11> <wz w22> = 1 ) 0 — 35 6 = 0 —
1 0 -1
1
_ 1
b3 = 7§ 0
-1
1 0 1
it T ) 1
Somit ist die ONB gegeben durch: 7% (1) , (1) G 1




b) Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten von x beziiglich der ONB W mit x = (1, 5, 3). b): 3 P.

allgemeine Formel: z; = (x, b;)

1 1
. 1 _ 1 3 4 __
X = o) | )=t V2
1 1
o 1 _ 1 5 3 _ 3 _
S Bl REc ) i i
1 —1
_ 1 . 1 10 3 _ 12 _
xs=({5] |2 =—F+wtvw—w—2 V0




e Aufgabe 3. Gegeben sei die Matrix: | A

I
O = o
O = O
_= O O

a) Berechnen Sie die Jordansche Normalform J und die dazugehorige Transformationsmatrix X. a): 3 P.

00 0\ /0 0 00 0\ /1
(A-MDvi=[10 0 |[1]=[0], A=ADhy=[10 0 |]|o0]=
0 0 0 0 0 0 0

300
(A= XoD)va= |1 3 0
000

b) Gegeben sei die lineare inhomogene Differentialgleichung x(t) = Ax(t)+ €3 (2, —1,8)” mit der Rand-

bedingung x(0) = (4,1, 4)T. Berechnen Sie die Losung dieses Systems.

b): 3 P.

Xnh = Cl U1 '€t>\1 +C2 . (h1 +tUl) '€t/\1 +03 ) '6t>\2

0 1 0 0
—xp=C - [ 1] -e®+Cy-(|0] +t|1])-e*+C5-10] ¢
0 0 0 1
xp(t) =a-e*, % (t)=3-a-e* — 3-a-et=A-a- -+ (2,-1,8)7 ¢

3a; = 4da1+2—a;=-2

3as = ay+4as—1—>ay =3
3a3:a3+8—>a3:4
-2 -2
Soas (3] o om0 (8 )




Institut fiir Analysis und Scientific Computing
E. Weinmiiller

LINEARE ALGEBRA FUR TPH, UE (103.064)

2. Haupttest (MO, 20.01.2014)

TU Wien
WS 2013

— Taschenrechner ist erlaubt. Unterlagen: eigenes VO-Skriptum. Arbeitszeit: 90 min. —

T FAMILIENNAME

1T Vorname

T Studium / Matr.Nr.

Tragen Sie bitte oben Ihre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden

eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen,

und tragen Sie dann erst Ihre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt.



e Aufgabe 1.

a) Essei W = L {u,v} der Unterraum von R®, der durch

u=(1,2,-2,3 -6)7, v=1(21,-4,7,—-15)T

aufgespannt wird. Geben Sie eine Basis des orthogonalen Komplements W+ von W an und bestimmen
Sie die Dimension von W+. a): 4 P.

u,veW, weW: (u,w) = (v,w) =0

wy + 2wy — 2w3 + 3wy — 6wy = 0
2w1+w2—4w3+7w4—15w5 =

—3w2 + wy — 3w5

1

wy = 3wy + 3ws

wy + 2wy — 2ws + 3(3wg + 3ws) — bws = —  w; = — 11wy + 2wz — 3ws
Wy 1= T, W3 = S, Ws =1
—11r +2s — 3t —11 2 -3
r 1 0 0
W = S =r 0 +s|1|+t] O —
3r + 3t 3 0 3
t 0 0 1
—11 2 -3
1 0 0
W= o |,]1],]10 . dimWt =3
3 0 3
0 0 1

b) Berechnen Sie die Norm und den Winkel zwischen den beiden Vektoren z = (0, 3, 3)7
und y = (2,2, 1)7. b): 2 P.



|z =vV0+32+32=/18=+v2-9=3-12
Iyl = V2 +2+12=0=3

ey (033),221) _ 9
COSA =l =~ 3v23 932

S

_ 1 _ gro
Qv = arccos —s 45




e Aufgabe 2. Es sei U = L {u;,uz, uz} der Unterraum von R?, der durch

2 3 0
u; = 0 ,Ug — 2 ,Ug = 9
1 4 0

aufgespannt wird. Hinweis: Interpretieren Sie U geometrisch.

a) Berechnen Sie die Orthonormalbasis B von U. a): 8 P.
Da die Vektoren u;, uy und us liear unabhiingig sind, gilt U = R3.
Gram- Schmidt- Verfahren mit abschlieSfendem Normieren:
2
— _w _ 1
Wi = Uy — b1 = Hwhl = 0
1
3 2 —1 -1
wr=up = R ewi = | 2) =2 {0) = | 2] & brepiy=g| 2
4 1 2 2
-1 2 2
Wy = Ug — {20y — 2y 9 —0-B.12]|=1(5 — byg=-L |5
3 3 (w1,w1) 1 (wa,w2) 9 3 V45
0 2 —4 —4
2 -1 2
PRSI 1 L) 1 1
Somit ist die ONB gegeben durch: WG 0,51 2 T 5
1 2 —4
Falls man erkennt, dass u; L ug gilt, ergibt sich:
Wi = Uy — b1 =
0
<U1,113> =0 — Wo = Ug — b2 = ||w§H = 1
0
3 2 0 -1
4 1 0 2
-1
— L
bz = =10
2 0 -1
. . . . 1 1
Somit ist die ONB gegeben durch: Wi 0,11 ' 0
1 0 2
b) Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten von x beziiglich der ONB W mit x = (1, 5, 3)”. b): 8 P.




<X, b1>

allgemeine Formel: x;

o)
ﬁ I
e
Il I
5_ﬁ ©lm
Il +
2 mJ_rg
|_|5 —ln
2_f |
I I
\\/) T
N O~ ‘I_* RS
Ne) /I\
1_f —|o
— 0 MM — 1O M
N——— N——
Il I
- o~
> "




500
e Aufgabe 3. Gegeben sei die Matrix:| A= |1 5 0
00 2

a) Berechnen Sie die Jordansche Normalform J und die dazugehorige Transformationsmatrix X. a): 3 P.

det(A— M) = (5= N22—-2) — M=5 m=2 1<g <2
A=2, na=1 go=1
00 O 0 0 00 O 1
(A-xDvi=[1 0 o|[1]=(0), Aa=xDni=[10 o] [0]=
0 0 =3 0 0 0 0 =3 0

300
(A=XDva=|(1 3 0
000

b) Gegeben sei die lineare inhomogene Differentialgleichung x(t) = Ax(t)+ €3 (—4,2,5)T mit der Rand-

bedingung x(0) = (1, 3,5). Berechnen Sie die Losung dieses Systems.

b): 3 P.

Xnh = Cl U1 '€t>\1 +C2 . (h1 +tUl) '€t/\1 +03 ) '6t>\2

0 1 0 0
—xp=C1- 1] - +Cy- (|0 +t|{1])-+C5-10]-e*
0 0 0 1
xp(t) =a-e*, % (t)=3-a-e* — 3-a-e=A-a- -+ (4,257 ¢
3a7 = ba;—4—a; =2
3as = a1 +5a9+2 — ay = —2
3az3 = 2a3+5—>a3 =29
2 2
— a=|-2 = xp(t)=[-2|¢e*




0 1 0 2
x(t) = (1) e (Cy + tCy) + (0) et Cy + (0) eCy + (—2) e3t
0 0 1 5
0 1 0 2 1
x(0)=|1|]Ci+10)Co+ [0 Cs5+|—-2] =13
0 0 1 5 5

CQ+2 = 1—>C2:—1
Ci—2 = 3—->0,=5
Cs3+5 = 5—-0C3=0

2 -1
—sx(t)=| -2+ [5-t]e?
5 0




0 1 0 -2
x(t) = (1) eM(Cy +tCy) + (0) et Cy + (0) e'Cy + ( 3
0 0 1 4
0 1 0 —2 4
X(O) =11|Ci+ 0| Co+ [0 C5+ 3 =11
()6 ) (2) - ()

O
+
w
I
.
Q
I

|
[\




Institut fiir Analysis und Scientific Computing TU Wien
E. Weinmiiller WS 2013

LINEARE ALGEBRA FUR TPH, UE (103.064)
2. Haupttest (MO, 20.01.2014)

— Tascherechner ist erlaubt. Unterlagen: eigenes VO-Skriptum. Arbeitszeit: 90 min. —

T FAMILIENNAME 1 Vorname T Studium / Matr.Nr.

Tragen Sie bitte oben Ihre personlichen Daten ein.
Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden
eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen,
und tragen Sie dann erst Ihre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kiastchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. oo



e Aufgabe 1.

a) Essei W = L {u,v} der Unterraum von R®, der durch

u=(-3,51,4,-2)7, v =(2,10,2,12,4)T

aufgespannt wird. Geben Sie eine Basis des orthogonalen Komplements W+ von W an und bestimmen

Sie die Dimension von W+. a): 4 P.
u,veW, weW: (u,w) = (v,w) =0
*311}1 + 511}2 + ws + 4w4 — 2w5 =0
2w1 + 10102 + 211)3 + 1211)4 + 4w5 = 0
8wy + 4wy + 8U)5 = 0 — wy = —2w; — 211)5
—3w; + bwy + w3 + 4(—2w; — 2ws) —2ws = 0 —  ws = 1lw; — bwsy + 10ws
Wi i=7T,Wy i= S, W5 =1
r 1 0 0
s 0 1 0
w=|1lr—>5s+10t | =r| 11 | +s| -5 +t] 10 | —
—2r — 2t —2 0 —2
t 0 0 1
1 0 0
0 1 0
Wt =L 11 1,s|-51,] 10 . dimWt =3
—2 0 -2
0 0 1
b) Berechnen Sie die Norm und den Winkel zwischen den beiden Vektoren z = (2,4, 4)7
und y = (2,0,2)7. b): 2 P.



o = VP F PP = V36 =6
vl = VET0+ 2 = VB=vZd=212

_ (m,y) _ ((27474)7(270’2» _ 12 L
COSA= il = 62va 1242 V2

— 1 o
Qv = arccos —s 45




e Aufgabe 2. Es sei U = £ {uy,uz,uz} der Unterraum von R3, der durch

4 1 0
u; = 0 ,Ug = 1 ,Ug = 6
2 3 0

aufgespannt wird. Hinweis: Interpretieren Sie U geometrisch.

a) Berechnen Sie die Orthonormalbasis B von U. a): 3 P.
Da die Vektoren uy, uy und ug linear unabhingig sind, gilt U = R3.
Gram- Schmidt- Verfahren mit abschliefendem Normieren:
4 2
wisw = bi=ph=g5|0) =50
2 1
1 4 -1 -1
_ (ug,w1) _ 10 _ w1
Wo = Ug — <w21,w11> 1 1 — 20 0 = 1 — b2 = H'L‘;H = 75 1
2 2 2
0 -1 1 1
— (uz,w1) (uz,wa) — 6 — |
W3 = Ug — (w31,w11> — (uf;,u;} 6] —0— § 1 = 5 — b3 = 7% 15)
0 2 -2 -2
2 -1 1
Somit ist die ONB gegeben durch: % 0 7\% 1 ’\/L:To 5
1 2 -2
Falls man erkennt, dass u; L ug gilt, ergibt sich:
2
wi=w = b=y = |0
0
<U1,113> =0 — Wo = Ug — b2 = ||$§H = 1
0
1 4 0 -1
— (uz,w1) (uz,w2) — 10 6 —
W3 = Uy — <w21,w11> (wi,wi} = 1 — % 0 — 35" 6 = 0 —
2 0 2
-1
_ 1
b3 = 0
2

2
o L) 1
Somit ist die ONB gegeben durch: 7 (1) 1 NG 0




b) Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten von x beziiglich der ONB W mit x = (2,6, 1).

b): 3 P.

allgemeine Formel: z; = (x, b;)

2 2
_ 1 _ 4 1 5 _
a={| 6] F(0)) =+ E=F=Vs
2 —1
_ 1 _ 2 6 2 _ 6 __
Xz = ? VG ; )=—GtGti==V0
2 1
_ 1 2 30 2 30 __
xs={|6]. 75| 5 ) =vmtvm— ve = v = vV




e Aufgabe 3. Gegeben sei die Matrix: | A

I
o= w
o wo
B~ o o

a) Berechnen Sie die Jordansche Normalform J und die dazugehorige Transformationsmatrix X. a): 3 P.

det(A—A)=(B-A2(4-A) — M=3 m=2 1<g<2
)\2:47 n2:1a 92_]—

0 00 0 0 000 1

A-xDvi=[1 00| [t]=(0o)], A=xDm=[100][0]=][1
0 01 0 0 001 0
-1 0 0 0 0

(A—Dva=|1 -1 0] fo]=]0
0 0 0 1 0
310 010

& J=]03 0], X=(F,hnva)=[100

00 4 001

b) Gegeben sei die lineare inhomogene Differentialgleichung x(t) = Ax(t)+¢* (5,4, —6)T mit der Rand-

bedingung x(0) = (—2,6,3)”. Berechnen Sie die Losung dieses Systems.

b): 3 P.

Xnh = Cl U1 '€t>\1 +C2 . (h1 +tUl) '€t/\1 +03 ) '6t>\2

0 1 0 0
—xp=C - | 1] -3 +Cy- (0] +t|1])-e+C5-10] et
0 0 0 1
xp(t) =a-e*, %x,(t)=2-a-e* — 2-a-e=A-a ¥+ (54,-6)T ¥
200 = 3a1+5—>a,=—95
200 = a1 +3a9+4 —as =1
2a3 = 4daz3—6 —a3=3
—5 —5
— a= 1 — Xp(t): 1 | e




0 1 0 )
x(t) = (1) eSOy + tCy) + (0) e3Cy + (0) e Cs + ( 1 ) e
0 0 1 3
0 1 0 ) -2
X(O) =11|Ci+ 0| Co+ [0 C5+ 1 = 6
0 0 1 3 3

Cy—5 — —2-Cp=23
Ch+1
03+3 = 3—>03:O

I
o
1
Q

I
ot




