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2. Haupttest (MO, 19.01.2015) (mit Lösung )

— Taschenrechner erlaubt. Unterlagen: eigenes VO-Skriptum. Arbeitszeit: 90 min. —

↑ FAMILIENNAME ↑ Vorname ↑ Studium/Matr.Nr.

1. 2. 3. gesamt

Punkte maximal 18

Tragen Sie bitte oben Ihre persönlichen Daten ein.

Als Grundlage für die Beurteilung dienen ausschließlich die in die entsprechenden Kästchen
eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunächst Notizen ,

und tragen Sie dann erst Ihre Lösung samt Zusammenfassung des Lösungweges ein!

Die Größe der Kästchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. ••



• Aufgabe 1.
Es sei B = L{b1,b2,b3} ein Unterraum des R3 mit

b1 =

0
6
0

 ,b2 =

2
4
2

 ,b3 =

 3
0
−6


Hinweis: Eine geometrische Interpretation erspart Rechenaufwand.

a ) Berechnen Sie die Orthonormalbasis N aus B. a): 3 P.

Gram- Schmidt- Verfahren mit abschließendem Normieren:

w1 = b1 → n1 = w1

∥w1∥ =

0
1
0



w2 = b2 − ⟨b2,w1⟩
⟨w1,w1⟩ ·w1 =

2
4
2

− 24
36

·

0
6
0

 =

2
0
2

 → n2 = w2

∥w2∥ =
1√
2

1
0
1



w3 = b3− ⟨b3,w1⟩
⟨w1,w1⟩ ·w1− ⟨b3,w2⟩

⟨w2,w2⟩ ·w2 =

 3
0
−6

−0− −6
8
·

2
0
2

 = 1
2

 9
0
−9

 → n3 = 1√
2

 1
0
−1



Somit ist die ONB gegeben durch:


0
1
0

 , 1√
2

1
0
1

 , 1√
2

 1
0
−1


ODER man erkennt, dass U gleich R3:

w1 = u1 → n1 = w1

∥w1∥ =

0
1
0


⟨b1,b3⟩ = 0 → w2 = b3 → n2 = w2

∥w2∥ =
1√
5

 1
0
−2



w3 = b2 − ⟨b2,w1⟩
⟨w1,w1⟩ ·w1 − ⟨b2,w2⟩

⟨w2,w2⟩ ·w2 =

2
4
2

− 24
36

·

0
6
0

− −6
45

·

 3
0
−6

 = 1
5

12
0
6

 →

n3 = 1√
5

2
0
1



Somit ist die ONB gegeben durch:


0
1
0

 , 1√
5

 1
0
−2

 , 1√
5

2
0
1





b ) Berechnen Sie die Orthonormalprojektion von u bezüglich der ONB N mit u = (4, 7, 5)T . b): 3 P.

allgemeine Formel: P (u) =
∑3

i=1 ⟨u,ni⟩ni

⟨u,n1⟩ = ⟨

4
7
5

 ,

0
1
0

⟩ = 4 · 0 + 7 · 1 + 5 · 0 = 7

⟨u,n2⟩ = ⟨

4
7
5

 , 1√
2

1
0
1

⟩ = 4√
2
+ 7 · 0 + 5√

2
= 9√

2

⟨u,n3⟩ = ⟨

4
7
5

 , 1√
2

 1
0
−1

⟩ = 4√
2
+ 7 · 0− 5√

2
= − 1√

2

P (u) = 7 ·

0
1
0

+ 9√
2
· 1√

2

1
0
1

− 1√
2
· 1√

2

 1
0
−1

 =

0
7
0

+

9
2

0
9
2

+

−1
2

0
1
2

 =

4
7
5


ODER:

⟨u,n1⟩ = ⟨

4
7
5

 ,

0
1
0

⟩ = 4 · 0 + 7 · 1 + 5 · 0 = 7

⟨u,n2⟩ = ⟨

4
7
5

 , 1√
5

 1
0
−2

⟩ = 4√
5
+ 7 · 0− 10√

5
= − 6√

5

⟨u,n3⟩ = ⟨

4
7
5

 , 1√
5

2
0
1

⟩ = 8√
5
+ 7 · 0 + 5√

5
= 13√

5

P (u) = 7 ·

0
1
0

− 6√
5
· 1√

5

 1
0
−2

+ 13√
5
· 1√

5

2
0
1

 =

0
7
0

+

−650
12
5

+

26
5

0
13
5

 =

4
7
5



c ) Wie lässt sich Ihr Ergebnis aus b) erklären? c): 1 Zusatz-P.

Die Orthogonalprojektion entspricht der identischen Abbildung des Vektors, weil B den
gesamten R3 umfasst.



• Aufgabe 2.

a ) Gegeben sei die Matrix: A =

 1 1 5
1 1 1
2 2 6


Berechnen Sie die Eigenwerte λ und die dazugehörigen Basen der Eigenräume E(λ) der Matrix A.
Ist die Matrix diagonalisierbar? a): 5 P.

det(A− λI) = (1− λ)2(6− λ) + 2 + 10− 2(1− λ)− 10(1− λ)− (6− λ) = 8λ2 − λ3 =

λ2(8− λ) := 0 → λ1 = 0, n1 = 2, 1 ≤ g1 ≤ 2

λ2 = 8, n2 = 1, g2 = 1

Es gilt: E(λ) = Kern(A− λI)

(A− λ1I)v1 =

1 1 5
1 1 1
2 2 6

−1
1
0

 =

0
0
0

 → E(0) =

v ϵ R3 : v = t

−1
1
0

 , t ϵ R


(A− λ2I)v2 =

−7 1 5
1 −7 1
2 2 −2

3
1
4

 =

0
0
0

 → E(5) =

v ϵ R3 : v = s

3
1
4

 , s ϵ R


Die Matrix A ist nicht diagonalisierbar, da gilt: ni ̸= gi (weil n1 = 2, g1 = 1).



b ) Gegeben sei die Matrix: B =

(
1 4
4 3

)
. Zeigen Sie, dass die Matrix indefinit ist. b): 1 P.

Hauptminorenkriterium:

B11 = 1 > 0
detB = 1 · 3− 4 · 4 = 3− 16 = −13 < 0

=⇒ Die Matrix B ist weder positiv noch negativ definit.

Weiter mithilfe der quadratischen Form:

q(x) = xTBx = (x1, x2)
T

(
1 4
4 3

)(
x1

x2

)
= (x1 + 4x2, 4x1 + 3x2)

T

(
x1

x2

)
=

(x1 + 4x2)x1 + (4x1 + 3x2)x2 = x2
1 + 8x1x2 + 3x2

2

1. Fall: 8x1x2 < x2
1 + 3x2

2

z.B. x =

(
−0, 5
0, 5

)
→ −2.0 < 1.0 w.A. und q(x) = −1.0 < 0

2. Fall: 8x1x2 > x2
1 + 3x2

2

z.B. x =

(
0, 5
0, 5

)
→ 2.0 > 1.0 w.A. und q(x) = 3.0 > 0

=⇒ Die Matrix B ist indefinit.



• Aufgabe 3.

Gegeben seien die folgende Basen des R3: E3 = {e1 = (1, 0, 0)T , e2 = (0, 1, 0)T , e3 = (0, 0, 1)T} ,

U = {u1 = (7, 4, 4)T ,u2 = (2, 0, 8)T ,u3 = (5, 2, 10)T} .

a ) Geben Sie die Transformationsmatrix TE3←U an. a): 1 P.

TE3←U =

 7 2 5
4 0 2
4 8 10



b ) Berechnen Sie die Matrixdarstellung der Transformationsmatrix TU←E3 . b): 3 P.

TE3←U invertieren, um TU←E3 zu erhalten: 7 2 5 1 0 0
4 0 2 0 1 0
4 8 10 0 0 1

 →

 −1 2 1 1 −2 0
2 0 1 0 1

2
0

0 8 8 0 −1 1

 →

 −1 0 −1 1 −7
4

−1
4

0 0 −1 2 −3 −1
2

0 1 1 0 −1
8

1
8

 →

 −1 0 0 −1 5
4

1
4

0 0 1 −2 3 1
2

0 1 0 2 −25
8

−3
8

 →

 1 0 0 1 −5
4

−1
4

0 1 0 2 −25
8

−3
8

0 0 1 −2 3 1
2



TU←E3 = T−1E3←U = 1
8

 8 −10 −2
16 −25 −3

−16 24 4



c ) Berechnen Sie [v]E3 , [v]U, [w]E3 und [w]U für v = 3e1 + e2 +7e3 und w = −5u1 +2u2 +6u3 mithilfe
der Transformationsmatrizen. c): 2 P.

Man sieht: [v]E3 =

3
1
7

 und [w]U =

−5
2
6

.

Man berechnet:

[v]U = TU←E3 · [v]E3 = 1
4

0
1
2

 und [w]E3 = TE3←U · [w]U =

−1
−8
56




