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LINEARE ALGEBRA FUR TPH, UE (103.064)
Test 1, Gruppe 3 (FR, 21.11.2014) (mit Lisung)

— Taschenrechner ist erlaubt. Unterlagen: eigenes VO-Skriptum. Arbeitszeit: 90 min. —

T FAMILIENNAME 1 Vorname T Studium / Matr.Nr.

Tragen Sie bitte oben Ihre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden

eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen,

und tragen Sie dann erst Ihre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt.



e Aufgabe 1.
Untersuchen Sie die beiden folgenden Abbildungen!

p: R 5 R
©(x) = 123 + 229 + 623
P R — R?
. T + 3.172 - 21’3
w<x)_<4$1 + 121’2 - 81‘3 )

a) Welche der beiden Abbildungen sind/ist linear?

Zeigen Sie explizit, dass die jeweilige Abbildung linear bzw. dass sie nicht linear ist! (2P)
e(x+y) = (z1+y1) (23 +ys) + 2(x2 + y2) + 6(z3 + y3) =
T123 + 222 + 623 + y1y3 + 2y2 + 6ys + 2391 + 21Y3 =
p(X) +(y) + 193 + 23y # ©(x) + (y) = nicht linear
W(x) = ( (@1+y1) + 3(za+y) — 2(z3+ys) ) _
Az +y) + 12(za+y2) — 83 +ys)
. (1’1 -+ 31’2 — 22133) + (y1 —+ 3y2 — 2y3) .
- ( (4ZE1 + 121’2 — 8ZE3) + (4y1 + 12y2 — 8y3) o SO(X) * 90(}’)
B (sz1) +  3(sx2) — 2(sz3) \ _ s(xy +3xe — 2x3) | :
W(sx) = ( A(sx1) + 12(swy) — 8(sw3z) )\ s(dwy + 1229 —8x3) ) sip(x) linear
b) Bestimmen Sie im Fall der Linearitét:
(i) die Matrix der Abbildung beziiglich der kanonischen Basis des R"! (2P)
(ii) das Bild der Abbildung! (1P)
1 3 =2
A= (pler) plen) vlea)) = ( § 15 3
(1 3 =2|h 13 -2 by
Ub)=1{4 12 —g|s, ) 7 L0 0 0(@—4@))
by — 4b; muss gleich 0 sein, damit b im Bild von A liegt.
s 4y = by — Bild(A) = {c(( h ))}
(iii) den Kern der Abbildung! (1P)

13 -2/0 13 —2/0
Mm:(4m-@o>%(oo oo)

Wiéhle 29 = s,23 =t — 21 =2t —3s — Kern(A)=L(| 0 |, 1)




e Aufgabe 2. Es sei V ein Unterraum des R*, der durch die direkte Summe der folgenden zwei Unterrdume
U und W gegeben ist, dh.: V C R, V=Ua®W.

) W = L( eV

—_ o ot w
S~—
S
I

W = 00 O

S O = =

a) Geben Sie eine Basis B = {b1, by, b3} von V an! (1P)

b) Zeigen Sie explizit, dass die Basisvektoren linear unabhingig sind! (1P)

O O = =
— O Ot W

—_ O Ot W
I
O O OO

—681 + So + 363 =0

So + 583 =0

s1 =0 — s3 =0 — sy = 0 — linear unabhéngig
281 + s3 = 0 w.A.

¢) Geben Sie den Koordinatenvektor [v]g beziiglich der Basis B an! (1P)

O O ==
—_— O Ot W
W = o O

—6?)1—|—U2+3113:O
’U2+5U3:8
n=1—v=3—=>uv3=1
2@1+U3:3
2+1=3w.A.




d) Zeigen Sie anhand der beiden Matrizen A und B, dass gilt:
(A+ B)" = AT + BT (1P)

(1 1)o-( 4 )

e) Kommutieren die beiden Matrizen A und B?
Zeigen Sie explizit, dass sie kommutieren bzw. dass sie nicht kommutieren! (1 Zusatz-P)

f) Geben Sie die Inverse A~! von A an! (1P)

4 -3 1 3 10 .
BA = ( 1 ) ( | 4 ) = ( 01 ) — AB = BA, d.h. A und B kommutieren.
B

g) Ist die durch die Matrix A beschriebene Abbildung ¢ injektiv, surjektiv und/oder bijektiv?
Begriinden Sie Ihre Aussage! (1P)

Ae R¥? dh. p: R? — R?
Es existiert eine Inverse A~ von A, also ist Rang(A)=2.
— Kern(A)={}, also ist ¢ bijektiv, also injektiv und surjektiv.

(Hinweis: Vielleicht kann man sich mit der Losung des Zusatzbeispiels etwas Rechenaufwand sparen.)



e Aufgabe 3. Fiir x = (11, 79, 73, 24)7 € R* ist das lineare Gleichungssystem Ax = b
(Koeffizientenmatrix A, Inhomogenitiat b) gegeben:

r1 + D xy — 2z, =1
21’1 -+ GZEQ + 81’3 + 8.’E4 = -2
-3 xrT — 7 Ty — 10 r3 — 6 Ty = -7
a) Bestimmen Sie den Rang von A und den Rang der erweiterten Matrix (A|b)! (2P)
1 5 0 -2 1 1 5 0 =2 1
2 6 8 8|2 | -0 —4 8 12| -4 | —»
-3 =7 =10 —6| -7 0 8 —-10 —-12| -4
15 0 =2 1 15 0 =2 1
01 -2 -3 1 =01 -2 =3 1 | — Rang(A)=Rang(Alb)=3
00 6 12]|—-12 00 1 2|-=-2
b) Was ldsst sich aus dem Ergebnis von a) iiber die Losbarkeit des Gleichungssystems aussagen?
Geben Sie eine genaue Begriindung an! (1P)
¢) Geben Sie die allgemeine Losung des Gleichungssystems an! (1P)

Rang(A) = Rang (A|b)

Das Gleichungssystem ist deshalb losbar.

(b ist somit als Linearkombination der Spaltenvektoren von A darstellbar.)
allgemeine Losung:

16 7
T I
X = _9 S 9

0 1




d) Geben Sie eine Basis B des Kerns von A an!

e) Welche Dimension hat der Kern von A und warum?

7
B={| 5, |}

1
Die Dimension des Kerns ist gleich der Anzahl seiner Basisvektoren:

dim Kern(A) =1




