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LINEARE ALGEBRA FUR TPH, UE (103.064)
1. Haupttest (FR, 23.11.2020) (mit Ldsung)

— FEin einfacher Taschenrechner ist erlaubt. Unterlagen: eigenes VO-Skriptum. Arbeitszeit: 90 min. —

T FAMILIENNAME 1T Vorname T Studium / Matr.Nr.

Tragen Sie bitte oben Thre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden
eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen ,

und tragen Sie dann erst IThre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. °



e Aufgabe 1.
Die lineare Abbildung ¢ ist dargestellt durch die Matrix A = [p(B)]p beziiglich der Basis B,

2 1 0 3
0 0 2 1
B= 117101110 ’
1 0 0 2
1 000
03 00
00 0 2

a) (1 Punkt) Berechnen Sie die Koordinaten des Bildes von v, [¢(v)]p, wobei

3

1

[U]B = 2

1

gilt.

1 000 3 3
0300 1 3
0 00 2 1 2

b) (4 Punkte) Berechnen Sie die Darstellung von ¢, A’ = [¢(E)]g, beziiglich der kanonischen Basis
E= {ela €2, €3, 64}'

Um A’ aufzustellen benotigen wir zwei Transformationsmatrizen, T, g und T g =T (1_ B
Die erste Matrix Tg. g ist leicht aufgestellt. Um die zweite Matrix T, g aufzustellen, muss
man Tg. g invertieren, d.h., simultan 4 lineare Gleichungssysteme fiir ihre Spalten 16sen,

210 3
00 21
Tees=11010 |

1 00 2
0 -2 4 1
Irfs 1 -2 =8
(b b2 by b)) Tpem=(er e €5 e))=>Toep=x| o o | _
o 1 -2 2




Damit folgt
A =[p(E)|lg = TpeATpcp, »(w)=Av & [p)p = A'v]g,

und
15 5 —10 -—10

1o 10 o o0
50 2 6 -1
0 2 -4 9

A" = [p(E)ls] =

¢) (4 Punkte) Berechnen Sie v und ¢(v).

21 0 3\ /3 10 9
002 1|1 5 1
v=Tpnlvls=|1 o1 ofl|1|=|5]|=°]1
100 2/ \2 5 1
oder
9 1 0 3 10
0 0 9 1 5
v=23 1 + 0 + 2 1 + ol =1 5
1 0 0 9 5
und damit
15 5 —10 —10 9 15
0 10 0 0 1 10
pl)=Av=1 o 6 —1 17| 7
0 2 -4 9 1 7

d) (1 Punkt) Uberpriifen Sie das Ergebnis durch Transformation von [p(v)]s in ¢(v) mit Hilfe der
Transformationsmatrix Tg. g.

21 0 3 3 15
00 21 3 10
(p(’U) - TE%B[()O(’U)]B - 101 0 4 - 7
1 00 2 2 7




e Aufgabe 2. Gegeben sei die folgende Matrix

2 1 3
A=| —4 6 4
0 0 5

a) (3 Punkte) Berechnen Sie das charakteristische Polynom, sowie die Eigenwerte der Matrix A.

p(A) =det(A—XI) = (2—=XN)(6—=N)(5-X)+4(5-X) = (5-N)(16—8A+\?) = (5—\) (A —4)*

Um die Eigenwerte zu erhalten, berechnen wir die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms.

p(\) =0
= /\1 = 5, )\273 =4

b) (5 Punkte) Berechnen Sie weiters die dazugehorigen Eigenvektoren bzw. Hauptvektoren der Matrix
A und geben Sie die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten an.

A1:5, n1:1, 91:12
V1 . (A— )\1[)’01 =0
-3 1 3 T 0 1
—4 1 4 X9 = 0 = V1 =S
0 00 T3 0 1
1
Fir s =1 erhédlt man vy = | 0
1
)\2:4, n2:2, 1§g2§2
Vo (A — /\2[)’02 =0
-2 1 3 T 0 1
—4 2 4 i) = 0 = Va2 =T
0 01 T3 0 0




)

Fiir r = 1 erhélt man vy =

Der Rang der Matrix (A — Ao
existiert ein Hauptvektor.
h2 . (A — /\2[)’12 = Vo

—2
—4

1 3
2 4
0 01

1
2
0

1)

= 2, damit ist die geometrische Vielfachheit go» = 1 und es

T
T
T

w N =

(2 Punkte) Stellen Sie die Jordan’sche Normalform und die dazugehérige Transformationsmatrix X,

fiir die AX = X J gilt, auf.

o O Ot

O = O
N =)

— O

O N =

S = O




e Aufgabe 3.

a) (6 Punkte) Gegeben sei V = R* versehen mit dem kanonischen inneren Produkt. Weiters sei U ein
linearer Unterraum von V mit

1 1 1
—1 0 -1
U=~ O] 1-1]1"1-1
0 0 —1

Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von U mithilfe des Orthonormalisierungsverfahrens von Gram-
Schmidt!

Wir wenden das Orthonormalisierungsverfahren an.

W1 = Uy mit U = L{ul,u2,u3}

Wo = Uy — <u27wl>
’ ’ <W1, 1>
W3 = U3 — <u37w2> <u37wl> W,
<W2, W2> <W1, W1>

Um wy zu bestimmen, miissen die folgenden inneren Produkte berechnet werden.

<UQ7W1> =1
<W1,W1> =14+1=2

1 1 1
o (-1 11
W2m gl T2l o | T2 -2
0 0 0

Um w3 zu bestimmen, miissen die folgenden inneren Produkte berechnet werden.

<U3,W1>:1+1:2

1+14+4 6

<W2,W2> = 1 = 1

1—1-2

<U3,W2> 2 = 1

1 1 1 -1
wae |1 21| 2=t 11
5T -1 6 —2 21 0 3| -1

-1 0 0 -3

Es wurde somit eine Orthogonalbasis gefunden, die nun noch normiert werden muss. Dies
fithrt zu der folgenden Orthonormalbasis B = {by, bs, bs} mit

1 1 -1
1 1-1 1 1 1 —1

b, = — . bo=— . by = ——

0 0 -3

b) (3 Punkte) Betrachten Sie nun den Vektor



Berechnen Sie die Orthogonalprojektion von v auf den Unterraum U.

Wir finden u, indem wir die Orthogonalprojektion von v auf U berechnen. Dies gibt
u = (v,b1)b; + (v, bs)by + (v, bz)bs.
Wir berechnen die entsprechenden Skalarprodukte.
1
v,by) = ——
< 1) \/5
3
v,by) = ——
< 2> \/6
12
v,bs) = ———
< 3> \/ﬁ
Nun lésst sich u berechnen.
1 1 -1 0
I e I 2N I I ' et O I I
YTl o) Te 2] 12— |2
0 0 -3 3
c¢) (1 Punkt) Gegeben sei nun der Vektor
1
1
W= eV
1
Berechnen Sie ||[v — w/|s.
2 1 1
3 1 2
v=wh=I{3] -} [L=1[|lo=viErEse=vi
1 1 0




